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P;QSRUT�VXWZY9[]\S^Z_a`9bFcSd e�fXgAfihkjUlFm�n.oqp�r#sUtXu�vxw�yAz|{]}X~

(Schwartz
m]�9�X�x�

�
) ���A� pJvZw��S�|p ���.� {Lg���h�fLj�l���m��9��{a� �.�S�.�]���F� wF�S��t#���A���x��  � �.w��
PS¡J¢A£�¢¥¤§¦Z¨ za� � e;f.gaf©hªj�lUp��a«.¬��®�t+¯� C°.� ��± ¬�9² ±F��³9´�µ.¶ C · mZeNf9g9f¸hj�lS¹;ºSv��
e#f.g9f»h¼jUl � H,H′

�|� �]½¿¾�± w���ÀAÁx{.t 1 ÂXÃ e#fAgAf»hªjxlXtLÄxÅAÆ�Ç�ÈaÉ.Ê h, h′
�Ë� �]½vUÌFpL�+�Xw��ÍeNf.gaf¸hªj�l.m ÃZ�XÎ+Ï|Ð È9É9Ê a, b, . . . � �ZÄ ±  ³9´AÑaµU�.Ò|ÓNÔ.Õ ÈaÉAÊ λ, µ, . . . ��SÄ ± w��ÍÌ ±�Ö m�É9ÊUt�×�ÊFØ ′, ′′

°9�ÚÙ�ÌXpL���Xw�� ³A´Lµ λ m�Û.Ü ³A´�µx� λ � �SÄ ± w#�
H
mFrJs 〈

a, b
〉 ��ÝaÞF� m#ßAà�t�á���aâAã9äaå � �Xw�p?æ�çZvZw»è 〈a, λb〉 = λ〈a, b

〉 �
PS¡J¢A£a¢i¤§¦�¨9é�êLë ìAí �  U : H → H′ ( îAï )

pJvZw��
U � ‖Ua ‖ = ‖ a ‖

¹Nð��Lv¿p�ñ)òXó
(isometric) � �Xw�pN�Ë���

U � 〈a, b
〉

=
〈

Ua, Ub
〉
Ä
〈

a, b
〉

=
〈

Ua, Ub
〉
mx��ô Ö Ä�¹NðZ��v.� Ö ¬#�9õ � �.w��ö t

U � �Aõ � äAåx� Ö ¬ 〈a, b
〉

=
〈

Ua, Ub
〉 ¹Nðx�U÷)a�Aõ ��ø äAå�� Ö ¬ 〈a, b

〉

=
〈

Ua, Ub
〉 ¹�ð��

v��ËÌ�mZÌXp ��ùAúaû �A�
4
〈

a, b
〉

= ‖ a + b ‖2 − ‖ a − b ‖2 + i
(

‖ ia + b ‖2 − ‖ ia − b ‖2
)

Ä Ö�ü|Ö Ä � �Xw���Aõþý
( ø )
äaå îAï��]ÿ��S� �.w��pSÙJt�� � U : H → H′ � �Aõþý ä9å îAï m�p+ñ����	��
3ê�ëqpN�A��a�Aõþý ø äaå îAï mxp+ñ�����	��
êLë	pN�Í���
( ø ) ���	�UÓ îAïx�����Z�  ö îAï U−1 : H′ → H ��� � ( ø ) ������Ó î.ïF� �Fw��

H
m

H ���� m ( ø ) �����|Ó îXï ¹�pFÙNt H · m (
�

)
���	��
��� �!p#�Ë� �

H · m �����|Ó#"�$9´ p
ø	�����xÓ#"�$9´ m%� ¶x��& ¹%'Ú÷ �²ama��Ä �������UÓ("�$A´ � ¶���)�*�+�,�& ¹-'Fv��
PS¡J¢A£�¢¥¤§¦�¨aé/.�0X¦Z¨

∗C = C \ {0}, ∗H = H \ {0}
pJv�w#�

a, b ∈ ∗H
m.u Ñ a ∼ b

¹
a = λb (∃λ ∈ ∗C)

� nAoSv�w�p�¿Ì ±Z��132 u ÑZ� �Xw�� a
m 1�2�4 ¹ [a]

p�� Ù?� 1�2�4 m�5�6 ( 7 5�6 ) P(H) = ∗H/ ∼
¹

Hm%.�0X¦�¨Up-8�9�
π : ∗H → P(H), a 7→ [a]

¹�:	; � :+fZ� îAï (
� � )

p��Í���
P(H)

m Ã�� H
m-.�<

(ray)p-8X¬ ± �=�>�?�mA@�B (state)
¹ ½ v9� � ä a = [a]

t�CÚ÷;Ç�
a � a

m-D�EGFp%8.¬ ± w��pXÙNt ‖ a ‖ = 1mUpLñ/HAI�D�E�Fp%8X¬ ± w�� ÿ�J�KA½XÃ�� ��LZt�M�N÷� ÿOJ õ ¾ m ³X´aÑAµ (
Ì ± ¹ Ý9ÞZ�S� I�PRQ�SÚp8�T

)
¹%U�t�÷;ÇOVXWUt�n � w��
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� ä a, b � ² ±�Y+± m Ka½FÃ a, b
°XV Â á�Z�mUp+ñNFÄa�S²9mxp+ñ]tO[�Æ#Ç�\9�÷#�+�

P].�<xé	^`_�aAb�c�d�e � ä a = [a],b = [b]
t/C÷gf�h�i µ

∣

∣

∣

〈

a, b
〉

∣

∣

∣

‖ a ‖ ‖ b ‖

�/K9½XÃ a, b
mxpX #j�t�k Ö �a�aÄ Ö xÌ ± ¹ a

p
b
m�^l_qp-8�9+ [

a, b
] p?� ÙH��pFÙJt

a, b
¹ ÿXJ�K9½XÃpJv ± ¬� [a, b

]

=

∣

∣

∣

〈

a, b
〉

∣

∣

∣ � �Xw��rNs�m�m�n [
a, b
]2 � @�B a

Ä Ö @�B b � m�b�c�d�eÍ¹]Wpo+vZw��
q�r

1. s Wxm � ä a, b
t/C÷ [

a, b
]

≤ 1
°�'	 �tS������u � a = b

mUp+ñ+t�[� #'�tFv�w��
vGw

a = [a], b = [b]
pJv�w��an Þ m�x	y �  Schwartz

m��a�A� ∣
∣

∣

〈

a, b
〉

∣

∣

∣ ≤ ‖ a ‖ ‖ b ‖
Ä ÖNüËÖ Ä � �Gz����

P].�0.¦�¨9é�ê�ë
T : P(H)→ P(H′) ( îAï )

p;vZw��
T � [a, b

]

=
[

Ta, Tb
] ¹;ð��LvËp]ñ;�.�<xé	^`_xT�{

| p��Í���ÍÌ ±S��Ý�Þ {.t��a«X¬/@�B�m��9� � m�}�~����|¹-�S�UÌFp�¹]Wpo]vSw�� � ä�mFr;sÍ¹-�X� îAïx��ÿ
�S� �Xw��
¾ Ç U

°]�aõþý
( ø )
ä9å îAï � Ö ¬

T [a] = [Ua]

� n9o ¾#± w îAï T : P(H)→ P(H′)
° � ä�mFrNsU¹-�X�|ÌXp �9üUÖ Ä � �Xw�� Wigner

m�n Þx� Ì ± m ö °�'tSv�wFÌXp�¹]x	yAvSw��Xv.����ô
Wigner

m�n Þ . dim H ≥ 2
pNv�w+� îFï T : P(H) → P(H′) �A� ä|mSr#s¿¹/���¿p�vxw+�ÍÌLmUp�ñ#��Zw#�õþý

( ø )
ä9å îAï U : H → H′ �

T [a] = [Ua] (a ∈ ∗H)

¹Nð��Lvx�+m]°3M�NFvZw
(
�9õ ý

( ø )
ä�åUtO[ Ö� OVX�Ut · m.u Ñ ¹�ð��Lv îAï U � T

p�����G�UpN�Í�
)
�

÷;Ä|�
T
p���tZvSwN�Aõþý

( ø )
äaå îAï���J \	�A>Í¹-Uxt�÷;Ç�VXWUt��9n ¾#± w��

���
. dim H = 1

mA�G6X
Wigner

m+n Þ|���xü ¹%�q÷��X�a�.vS����ô�ÌLmA�G6. P(H) ��� Vxm � ä a
Ä Ö'ÍÆ�Ç��Ú  

e
¹

a
m ÿXJ�K�½XÃ  e′

¹
Ta
m ÿXJ�Ka½.Ã pa÷JÇLL�9õ ý ä9å î9ï U : λe 7→ λe′

p?�9õ ý ø äå îXï Y : λe 7→ λe′ � ��ô Ö � T
pg��t � ñ�wFÌSpJ°��AÄ�w�� e′

m��.nxt �AJ \��A> , m��9nA}S°F�Fw��Ë÷�L°xÆ�Ç
T
pg��tFvZw��9õþý äaå îAï a�Aõþý ø äaå î9ï ² ±	Y�± tZ� J \G�A> , m��9n9}S°.�Xw��ìFí]

Wigner
m�n Þ ¹ �Zü v�w+°L���� � Ì]m9� � t� � t �	ÖJ± ÇF�Sw������ Ð`��� Ø �G� � ÓO� �¡�

� m�n Þ ¹-¢ $ ÷����|p�£��?��²ZÌ � ����� Ð j�lAm�n9oFÄ Ög¤Z� w#�
PX¥G¦�§�¨;¦�¨

K = R,C
pJv�w#�Lj � �9�A5�6 Π t K · m]g��¿h�f]j�l X

°]�©�ª & p9÷;Ç �A« t+ÄA�3¬~�{Xt "�$ ÷�ÇF�FwZ��m|pJv�w��.vF�X��ô X
m
Π � m "�$ ¹ (A, x) ∈ Π × X 7→ A + x ∈ Π

p��¸Ù]p  �A«]�¬�~x{a� "�$ p �  s W|m 2  A, B ∈ Π
tACÚ÷

A + x = B
¹�ð��avagU��h3f

x ∈ X
° � V.�S�XwZÌFp+¹-W ov�w

(
Ì�m]gx�Úh�f

x
¹

B − A �]½ v )
�ÍÌ+mUp]ñN

Π = (Π, X)
¹

K · m�¥G¦�§G¨;¦�¨xp%8�TL� Π m�®�FÚp �
X
m Â.Ã.� �Xw#�ÚpFÙ;t 1 ÂXÃ ����� Ð j�l �O¯ <qp%8A¬ ± w��
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X
m

1 ÂFÃX+�, jUl Kx (x , 0)
¹
Π
m�V  A

t "�$|¾/° �|p+ñ�m�±�² A + Kx =
{

A + λx
∣

∣

∣ λ ∈ K
} ��³ ä

� �Fw��ÍÌ ±�Ö ¹ Π · m ¯ <qp%8�T]�ìXíXm/´�µÍ¹ ��ü �U÷ �3¶�· w��
¸�¹

2. Π · m%º��Fw 2  A, B
¹]»Z«.�Up+ñ;

A, B
¹]¼Íw ³ äS° � VX�X�Fw#� A + K(B − A)

°X² ±A� �.w (
Ì

± ¹ ³ ä AB
p]8�T

)
�

¸�¹
3. x, y ∈ X, x , 0

pJv�w�� s WUm O ∈ Π
t/C÷

A = O + x, B = O + y
p`�ÙC�.v�w�p

x
p
y
°�V Â á�Zmxp]ñ;FÄ9�F²9mUp�ñ]t�[ZÆ#Ç

B �O³ ä OA · ta�Xw��
Π = (Π, X), Π′ = (Π′, X′)

¹������ Ð j�l|pa÷  ϕ : Π→ Π′ ( î9ï )
pJvZw��

ϕ ��Â m�½�¾Í¹Nð��LvËp+ñNO¿OÀ Á�¥G¦�§�¨;êLë � �Xw�pN�Í�Úè
1. ϕ �+ÿ3�Z� �Xw��
2. ϕ � Π · m ³ ä¿¹ Π′ · m ³ ä|m · t î vLSvF���xô Π · m s WÍm ³ ä l

m ï ϕ(l)
°
Π
′ · m ³ äqp�Fw��

Â m/´�µ�� �Zü �x÷ ��¶G· w»è
¸�¹

4. A, B ∈ Π
¹%º��Zw

2  p9÷  A′ = ϕ(A), B′ = ϕ(B)
pNv�w�� ��� {������ ÐJîXï ϕ ��³ ä AB

¹ ³ ä
A′B′

m · t î v��
θ : K → K

¹ ��Â�1�Ã p�vUw¸è θ(λ + µ) = θ(λ) + θ(µ), θ(λµ) = θ(λ)θ(µ), θ(1) = 1
� î�ï L : X → X′ �

L(x + y) = L(x) + L(y), L(λx) = θ(λ)L(x)
¹Nð��LvËp+ñN

θ-
<�Ä � �Fw�p;�Ë���

���
. K = R

m/��69 ��ÂX1AÃx�#û � "�$A´ θ(λ) = λ t�[ Ö�± w�� K = C
m���6A �/ÂX1�Ã t ��û � "�$A´ mÅ ÄSt#ÛAÜ "�$9´ θ(λ) = λ °X�Xw���pSÙJt%Æ�ÇZ� �%ÂO1AÃx� Ì�m�mS�StX[ Ö)± w#�

O ∈ Π
pJvZw��

ϕ � θ- ä9å�� ÿ3� L : X → X′
¹ $ ��Ç ϕ(O + x) = ϕ(O)+ L(x)

p ½ vUÌFp)° � ñaw�p�ñN�¥¦�§	¨Jêaë � �FwxpN�¿�)�|Ì+mA´�µ � O ∈ Π
tAk�M÷#�.��ÌSpN°XÈ�ÉZtA�SÄ �ËÖJ± w���ÊS«Xt ϕ °������ Ð

îAï � Ö ¬� “ s W�m ” O ∈ Π
p

x ∈ X
t/C�÷NÇ · �xmAu Ñ °3'	 (tS�a�

¸�¹
5.
����� Ð î9ïx����� {������ Ð�î.ïF� �.w��

Ì ± � Å p]ËÍ� �Sü ¹-�÷ � �]�
¾ Ç · m ö °�'  ÌtS�AÄ9°�Í�µ��Xm � °L dimΠ ≥ 2

� Ö ¬�'	 (tS�Xm � �Xw��
q�r

6. Π = (Π, X), Π′ = (Π′, X′)
¹

K · mG�	�G� Ð j|lËp.÷; ϕ : Π → Π′
¹ �G� {��G�G� ÐJîFï p#vxw+�

dimΠ ≥ 2
� Ö ¬ ϕ � ����� Ð)î.ïS� �Fw��Xv.�X��ô# K

m ��Â�1AÃ θ p θ- ä9å�� ÿX� L : X → X′
°.�ZÆ�Ç

ϕ(O + x) = ϕ(O) + L(x)
pN�Fw��

vGw ��ü9� õ©Ù �Xw+Ä Ö ¿Ì ± ¹+��Ù?�9ÄFmOÎ Ï��AÏ t ,�� ÇXÐ��?�
(Step 1) O ∈ Π

¹ s Wxm  p9÷?Ú÷�¬ Ö Ù�Ì ± ¹AÑ+nÚ÷NÇ�Ò9«Sw�� î9ï LO : X → X′
¹

LO(x) = ϕ(O + x) − ϕ(O)

� naoZvZw#�anaoSÄ ÖNü|Ö ÄFt
LO(0) = 0 (1)
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� �Xw�� � � ϕ �]ÿ3��� Ä Ö
LO(x) , 0 (x , 0)

� �Xw��
¾SÖ t x , 0

� Ö ¬ s Wxm λ ∈ K
t/CÚ÷;Ç]

LO(λx) = λ′LO(x)

¹�ðÍ�.v
λ′ ∈ K

° � V���M	N	÷N ø CËt s W�m λ′ ∈ K
tXCq÷�Ç · m]�Ú¹�ðÍ�.v λ ∈ K

°�MGNxv|w��
x, y ∈ X

°�V Â�Ó t�� Ö ¬ LO(x), LO(y) ∈ X′
�%V Â�Ó t � �Sw��ÍÌ ±Ö m�ÌFp ����� {������ Ð îXï m�noFÄ Ö È�ÉSt/Ô � w��

(Step 2)
ì.í+�pFÙ;t]¯ �°.� �]± ¬ x′, y′

�Õ� � ² ±	Y]± LO(x), LO(y)
�Õ��¹-Wpox÷�

A′, B′
�Õ� � ²

±GY+± ϕ(A), ϕ(B)
�Ö�#¹]WRoLvSw��

V Â�Ó tZ�Lg��¿h¼fSm/× x, y ∈ X
t�CÚ÷?

∆
¹

x
p
y
mAySw

X
m +�, j�lUpJvSwSè ∆ = { λx + µy

∣

∣

∣ λ, µ ∈ K
} �

∆
Ä Ö λ+µ = 0

pN�Fw Ã λx+µy
¹3ØA�9����mX¹

∆1
p?�	ÙH� 13Ù t ∆′ ¹ x′

p
y′
m�ySw

X′
m +�, j�lUpvSw��ËÌ�mxp�ñN

LO(∆1) ⊂ ∆′ � �.wSÌXp�¹-Ú�²U��� A = O+ x, B = O+ y
p]�Ù � s W�m z = λx+ µy ∈ ∆1t/C�÷

u = (λ + µ)−1z, P = O + z, Q = O + u
p-�Ù�p?

Q ��³ ä AB · m x� Ä Ö Q′ ��³ ä A′B′ · m 
� �Xw��.v.�O�Zô u′ = (1 − τ)x′ + τy′

� � � P ��³ ä OQ · m �� Ä Ö P′ �O³ ä O′Q′ · m  è z′ = λu′ �Ê.«.t
z′ = λ(1 − τ)x′ + λτy′ ∈ ∆′ � �.w��

(Step 3) s Wxm x, y ∈ X
t�C�÷

LO(x + y) = LO(x) + LO(y) (2)

°3'  (tS�|ÌXp�¹-ÚZva�
x = 0 � � � y = 0

m���6 � (1)
Ä Ö#ü|Ö Ä � Ä Ö x , 0

Ä9�
y , 0

m%��6 �A� ¹Ò9« ± ¬F���L�Z²SÌ ���A� x, y
°XV Â�Ó txm���6|¹AÒA«Sw#� A = O + x, B = O + y, C = O + z (z = x + y)

p
��ñ;

x′′ = C′ − B′, y′′ = C′ − A′
p)v�w�p?

C′ −O′ = x′ + y′′ = x′′ + y′
��p�Ì�z�°�ÛZm

Step � Ú�÷#��Ì.pÄ Ö C′ −O′ = λx′ + µy′
�ÍÌ+m%mS�AÄ Ö y′′ = (λ − 1)x′ + µy′

°	Ü]ÇÚÙNw+°+��X÷
λ , 1

� Ö ¬ ³ ä O′B′
p

³ ä A′C′ �/Ý�Þ v�wSÌFp#t9�� HOß�à � �Xw���ÊF«Xt λ = 1 � � �+± ¬�� Ö �.�]� 1�Ù t µ = 1
p#�Sw��

vA�X��ô
z′ = C′ − O′ = x′ + y′.

Â t x
p
y
°�V Â á�Z|m/�G6Ë¹XÒX«Zw+� z ∈ X

¹
x
p

z
°�V Â�Ó tU�x����tÍp�w (dim X ≥ 2 � Ä Ö ² ±°XáRâ � �Zw )

�AvUwUp
x + y , 0

� Ö ¬ x + y
p

z
°�V Â�Ó t � Ä Ö LO(x + y + z) = LO(x + y) + LO(z)

� �Íw ( x + y = 0
m�pFñ � ÌXm9� �ã�aüZ� �Íw )

� � � x
p
y + z


y
p

z
°Gäå�%V ÂRÓ t � Ä Ö

LO(x + y + z) = LO(x) + LO(y + z) = LO(x) + LO(y) + LO(z)
��ÊX«At

(2)
°�'	 �tZ�L�

¾ Ç]�Ì9Ì �+�F� O
¹AÑ+n÷;Ç�Ò.«�Çxñ��L°L

O � Π · m s Wxm F� �ZÆ+�Am �  s Wxm�æxm  O1
t�C

÷;ÇË�
LO1 : X → X′

°�n9o ¾�± w���paÌXz]° LO
m�©GªA}ZÄ Ö LO = LO1

°XÔ�Ä ± w ( ç�èU����é t/ê�Lw
)
m � Fì.í �F� L = LO

pC� Ù�Ì.p#tLvZw��
( ë�ëXì [Aé ì�í%î )
• s Wxm O ∈ Π

p
x ∈ X

t/C÷
ϕ(O + x) = ϕ(O) + L(x) (3)

°X'	 ÌtZ���

4



• s Wxm x, y ∈ X
t�C÷

L(x + y) = L(x) + L(y) (4)

°X'	 ÌtZ���
• x , 0

� Ö ¬ L(x) , 0
�

• x
p
y
°�V Â�Ó t�� Ö ¬ L(x)

p
L(y)

�`V Â�Ó t � �Xw��
• x ∈ X, x , 0

� Ö ¬ s Wxm λ ∈ K
t�CÚ÷?

λ′ ∈ K
° � VA�X� � Æ�Ç

L(λx) = λ′L(x). (5)

ø C�t s Wxm λ′ ∈ K
t/C÷�

(5)
¹NðZ��v

λ ∈ K
°X�Fw#�

(Step 4) · m (5)
m
λ′
¹
θx(λ)

p?�	ÙH�Xv.�O�Sô
x ∈ X, x , 0

t/C÷�u µ θx : K → K
¹

L(λx) = θx(λ)L(x)

� nFoUvUwL� s W¿m x, y ∈ X, x , 0, y , 0
tXC ÷

θx = θy
¹�ÚË²��N� �ðï+� t x, y

°�V ÂGÓ tËm���6¹�ÒS«�w+�
z = x + y

p��qÙ?�
L
m3©GªX}�Ä Ö L(λz) = θz(λ)L(z) = θz(λ)L(x) + θz(λ)L(y)

G�|�X9
L(λz) =

L(λx)+ L(λy) = θx(λ)L(x)+ θy(λ)L(y)
�

L(x), L(y) � V Â�Ó t � Ä ÖHÑ9µ ¹�ñOòÚ÷;Ç θx(λ) = θz(λ) = θy(λ)
¹

ó w��Xv.����ô
θx = θy

�
x
p
y
°XV Â á�Z�m/��6 � z

¹
x
p

z
°

(
÷��L°xÆ�Ç

y
p

z
�

)
V Â�Ó tZ�FwF�S�#t%��TËp θx = θz = θy

�
²SÌ � ì.í� θ = θx

pC� ÙH�
( ì	í%î )

u µ θ : K → K
°

L
Ä Ö n �    s Wxm x ∈ X, x , 0

p
λ ∈ K

t/CÚ÷�
L(λx) = θ(λ)L(x) (6)

°3'	 (tS�L�
(Step 5) (6) � n9o ¾�± �.u µ θ : K → K � K � m�� �S� �Xw (Step3

m � p � m�ô�õ�t ¶	· ��ÌXpJÄ Ö
, ÄZw )

�
s Wxm λ, µ t�CÚ÷

θ(λ + µ) = θ(λ) + θ(µ) (7)

¹�Ú�²��#�
x ∈ X, x , 0

¹�ö�p���p9wÍpN
L((λ + µ)x) = θ(λ + µ)L(x)

�
L
mX©�ªS}UÄ Ö L((λ + µ)x) =

L(λx) + L(µx) = (θ(λ) + θ(µ))L(x)
� Ñ�µ ¹�ñOò÷JÇ (7)

¹ ó w��
��Å]t

θ(λµ) = θ(λ)θ(µ) (8)

¹-ÚÍ²Ë�J�
µ = 0

mA��6 ����üA� Ä Ö µ , 0
pl÷XnSvxw+�

x , 0
¹OöËpN�Úp]w�p)

L((λµ)x) = θ(λµ)L(x)


L((λµ)x) = L(λ(µx)) = θ(λ)θ(µ)L(x)
� Ñaµ ¹/ñXò�÷;Ç (8)

¹ ó w��
ô�õ�t

θ(1) = 1 (9)

¹`Úx²|���
x , 0

¹3öUp;�Ëp]Æ#Ç]
L(x) = L(1x) = θ(1)L(x)

� Ñ�µ ¹/ñXò�÷JÇ (9)
¹ ó w��

(7)


(8)


(9)
Ä Ö θ ° K

m �%ÂO1AÃS� �FwFÌFp)° , Ä�Æ+�+�
(Final Step) Step 3 � Ú�÷#� (4)

p
(6) � L

°
θ-
äaå � �XwFÌXp�¹]Ú�÷JÇ.�Sw#� ¾�Ö t x , 0⇒ L(x) , 0

� L
° ÿX�S� �FwFÌXp�¹]ÚSva�¿÷���°�Æ�Ç (3)

Ä Ö ϕ � ����� Ð)îAïX� �Xw��
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PA��ø�ù�
�úüû§¦�¨
X
° ) n 2 rNsU¹X�]ô#R;#fGý.tAu�÷JÇOþ�ÿZ�/iSg��Úh¼fLjxlAm%��69 Π � ��ø�ùð
�úû§¦�¨Up-8.¬ ± w��ÍÌ+m�p+ñN Π · m s WUm 2  A, B

ma��� � t ����� d(A, B)
°

d(A, B) = ‖ A − B ‖ � n�o
¾#± w��
Π, Π′

¹ ��� � Ó�� � j�l|pa÷  ϕ : Π → Π′
pJvSw��

ϕ �/s WUm 2  ma�9� � m ��� ¹��Z«9�9�|p]ñ;SvA��Zô
‖ A − B ‖ = ‖ϕ(A) − ϕ(B) ‖

¹�ð���vÍp+ñN�òAóAêLë � �.w�p��Í�?�
ϕ ��³3ÝAîXï (

r�sË¹%�Z�aä9å î.ï ) U : X → X′
¹ $ �9Ç ϕ(O + x) = ϕ(O) + Ux

p ½Ú¾�± wxp�ñN����]êëqp��Í���O6 1�î.ï��aüÍÖ ÄXt��9õ îAïX� �Xw�°]¿Ì�m/��69 ö �`'q �tZ���
q�r

7. Π = (Π, X), Π′ = (Π′, X′)
¹ ��� � ÓX�R� jxlUpa÷� ϕ : Π→ Π′

pJvZw��
ϕ
°+�9õ�� Ö ¬� ϕ � 6 1�î

ïF� �Xw��
v�w

O ∈ Π
¹�ö�p���� �  U : X → X′

¹
U(x) = ϕ(O + x) − ϕ(O) � n.oxvxw]� ü�Ö Ä�t U(0) = 0

Ä
�L
‖U(x) − U(y) ‖ = ‖ x − y ‖

°O'¸  t��A��ÊZ«St
‖U(x) ‖ = ‖ x ‖

�ÍÌ ±�Ö pi�r#sXj|l � '©  tx� û ��
‖ x + y ‖2 + ‖ x − y ‖2 = 2(‖ x ‖2 + ‖ y ‖2)

�¿�O9
‖ x + y ‖2 − ‖ x − y ‖2 = 4

(

x, y
) ¹ $ �XÇËr�sËma�	�F}

(

Ux, Uy
)

=
(

x, y
) ¹ ó w��Ur;sUm+�
�.}SÄ Ö#�G� � ‖U(x + λy) − U(x) − λU(y) ‖2 = 0

°�ÔZÄ ± GÊX«Ft
U(x + λy) − U(x) − λU(y) = 0

p;�ZÆ�Ç
U � äaå � �Xw��¿÷��L°�Æ�Ç U � r;sÍ¹-�S�]äaå îAï ( ³�Ý9îAï )

�  ϕ(O + x) = ϕ(O) + U(x) � Ä Ö ϕ � 6 1�îAïX� �Xw��
P-¿�ÀpÁ�¡J¢A£a¢i¤§¦�¨ ¾ Ç X

°Ue;fAg9f©h jxl
H
m/��6a������ Ð jxl Π = (Π,H)

¹`¿�ÀpÁx¡ ¢A£9¢ ¤
¦�¨|pCz9� �S� 8�T�� ��� � ÓX� � j�lUp 1pïÙ t� ��� {Ze�fAgaf h jxl Π m s Wxm 2  A, B

m9�a� � t
���
� d(A,B)

°+n9o ¾�± w¸è d(A, B) = ‖ A − B ‖.

Π = (Π,H), Π′ = (Π′,H′)
¹ ��� {Se�fAg9f©h jxlUpa÷� ϕ : Π→ Π′

¹ îAï pJvZw��
ϕ �/s Wxm 2  m9lAm �
� ¹��Z«9�9�Íp�ñ;Sv.����ô ‖ A − B ‖ = ‖ϕ(A) − ϕ(B) ‖

¹Nð��]vËp]ñ;LòXó9ê�ë ��Xw�pN�Í���
ϕ � �Aõþý ( ø )

äaå î9ï U : H → H′
¹ $ ��Ç ϕ(O + x) = ϕ(O) + U(x)

p ½Ë¾#± w�p�ñ;�����ê�ëqp%8�T]�6 1�îAï��aü|Ö ÄXt#�Aõ î9ïS� �Fw�°+�Ì�m���69 ö � '�t�÷��A� ( ø ÀF°F�Xw )
�

÷NÄÍ÷ Â m���µ p�² ± t]���Ù n Þ °3'  �tS���
� ¹

8. l = (l, h), l′ = (l′, h′)
¹

1 ÂFÃ e�f.gAf¸h¼jxl|p;v�w�� îAï ϕ : l → l′ � �9õ � � ± ¬��6 1�î.ïS� �w��ÚpFÙJt
ϕ
tZ�Lw

l
m ï ϕ(l) � l′

t�V��ZvZw#�
v	w ³.´ 1 ÂFÃ gx�Úh�fLjUl h ��ÑAµ ¹-i µ.¶ t���[avZwZÌXp � i 2 ÂXÃ gx��h3fLj�l hR

p�����vÍÌXp
° � ñaw���� µFÿXJ i

¹�� � w�� "x� hR
m���Ä �F� J2

= −1
�Fw�äaå "�$a´ J � �Xw»è Jx = ix

�
¾ZÖ t hR

mFr#s (
x, y
) ¹ (

x, y
)

= Re
〈

x, y
〉 � nAoZv ± ¬+�Ì ±��/) n 2S�  (Jx, y

)

= −
(

Jy, x
) ¹�ðx�

v��ÍÌAÌ#Ä Ö J
° ³�Ý ��� � �XwSÌFp� h

m s Wxm ÿ�J gU��h�f e
tACÚ÷

e, Je
°

hR
m )�*R³/Ý y
� � �wXÌXp;°��9Ä�w��

� � f
¹

h
m�UUm s WUm ÿOJ gx�Úh�f�pJv�w�p e, Je

p
f , J f �O1 ï�� ña¹F�aÆ�Ç.�Fw (

���|m/Ð
�9�Z° )
2 ¹�p�w )

ÌXpN°X�ZÄ �ËÖJ± w��.vF����ô e, Je
m � ñA¹ ) m � ñ�p nao�v�wZÌFp�t��x  hR ��� ñ� �ÍÖ

± w��ÊX«Ft
l ��� ñ� �|ÖJ± � 2 ÂXÃ	�	� � ÓX� � jUl|p����9vUÌSpN° � ñaw��|Ì ± ¹S�Xp�m l

p� �U÷NÇ
lRpH� Ù¿è

lR = (lR, hR)
�
‖ x ‖2 =

〈

x, x
〉

=
(

x, x
) � Ä Ö l · m 2  m ���x� l

p
lR
p � ��� Ö �9�]�
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1�Ù m�ÌXp)°L l′
t/CÚ÷NÇx�l'  �txô�

l′R = (l′R, h
′
R)
°Lnao ¾�± w��

¾ Ç ϕ � �.õ îFï pl÷Xn ¾�± ÇF�ZwLÄ Ö  � t �xü�¾�± ������t ϕ ���	� � Ó�� � j|l.m36 1+îXï�� �w#�.vX�X�Sô ³/Ý9îAï U : lR → l′R
¹ $ �aÇ ϕ(O + x) = ϕ(O) + Ux

p ½ vUÌXpJ° � ñLw��
J
�x��9

U
¹

hR
p

h′R
m#y��

e, Je ; e′, Je′
t.u�÷JÇXÐ
� �+½ Ú÷ �!�"Zv ± ¬ , Ä�wX�F�#t

UJ = ±JU

°3'	 (tS�
( # u � U

° � ñ9¹]�F�¿p+ñ#° +  � ña¹$�Z«Xw�p+ñ�° −)
�|Ì ± p

〈

x, y
〉

=
(

x, y
)

+ i
(

Jx, y
)

pJÄ Ö U
°]�Aõþý

( ø )
äAå � �XwFÌSp�¹-ÚZvSm � È�ÉS� (U

° � ñ9¹-�Z�Ëp]ñLt��9õþý äaåX � ña¹���«wZp+ñLt#�aõ ý ø äaå )
�

÷��L°xÆ�Ç+
ϕ �/��� {�eNfAg9f©h jxlAm��9� � m�6 1�îAïF� �Xw��

U � h′ � m�� ��� Ä Ö ϕ � l′ � m�� � p��Fw»è ϕ(l) = l′
�

qGr
9. Π = (Π,H), Π′ = (Π′,H′)

¹ ��� {Ze#fAgAf¸h¼j�lÍpa÷) ϕ : Π → Π′
¹ îXï pNvZw�� Â m�½�¾Ë¹Nðx�vËp]ñ;

ϕ � 6 1�îAïF� �Xw��
1. ϕ � Π m ³ ä¿¹ Π′ m ³ äxm9�AÄSt î va�AvS���xô Π m s WÍm ³ ä l

tAC�÷#ÇL
Π
′
m ³ ä l′

°S�Ú H
ϕ(l) ⊂ l′

�
2. ϕ � �aõ � �Xw��
vGw �RïN� t ϕ � �9õ � �Xw�p#m/÷AnXÄ Ö  ϕ ��ÿ��Z� �FwXÌXp+¹-�
%FvZw��
l
¹
Π
m s W�m ³ äp;vSw���÷an�tZ��  Π′ m ³ ä l′

°X�SÆ�Ç
ϕ(l) ⊂ l′

��²SÌ � ϕ ¹ l
t���[x÷#����mX¹

ϕlpH� ÙLp?
ϕl � l

Ä Ö l′ � m#�Aõ î9ï�� Ä Ö ��µ 8
tZ�� 

ϕl � 6 1�î9ïS�  ϕ(l) = l′ � �Fw��Ë÷��L°xÆ#ÇpXÙJt
ϕ ��³ ä|¹ ³ ä�m · t î v ��� {������ Ð îAïF� �XwXÌFpJ° , ÄZw��

¾ Ç dimΠ = 1
m/��6a���µ

8
tF�x 

ϕ � 6 1�îAïS� �Xw��
dim H ≥ 2

m%��6A9n Þ 6
tZ�� 

ϕ � ����� Ð)îAï
ϕ(O + x) = ϕ(O) + U(x)

� �Xw��.vA�O�Zô U : H → H′ � C m��Xw ��Â�1/Ã θ tAu�÷JÇFm θ- äaå�� ÿ��Z� �.w��p]Ì�z+°
ϕ � �9õ î9ï�� Ä Ö U �

‖U(x) ‖ = ‖ x ‖ (x ∈ H) (10)

� �9õ � �.w�� U
m��9õA} ��� �

| θ(λ) | = |λ | (λ ∈ C) (11)

¹`WRoLvZw#�Xv.�X�Zô
θ : C→ C � Æ�ÇZ� �%ÂO1AÃS� �Fw��Ê.«.t

θ ��Â m �F± Ä � �Xw»è
θ(λ) = λ (λ ∈ C)

θ(λ) = λ (λ ∈ C).

θ(λ) = λ
mxp+ñ

U � �Aõþý ä�å î.ïF� �Fw�� θ(λ) = λ mUp+ñ U � �9õþý ø ä�å î.ïF� �Fw��÷��L°xÆ�Ç
ϕ ����� eNf.gaf»h§j�l.m/6 1�îAïF� �Xw��
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PS¡J¢A£a¢i¤§¦�¨9é$&�' í$( é ��) e
¹

H
m ÿXJ g���hkfÚp�÷�

P =

{

a ∈ H
∣

∣

∣

〈

e, a
〉

= 1
}

, H0 =
{

x ∈ H
∣

∣

∣

〈

e, x
〉

= 0
}

p]� ÙH�
P � H0

t��aw ��ü � "�$ è (a, x) ∈ P × H0 7→ a + x ∈ P
t��U  ��� {�e�f.g9f h jUl � �FwSÌFpN°�FÄ �ÍÖ ± w��

P = (P,H0)
¹

e
¹$*|Æ+�

H
m�&+' pHzA� �S� 8�T��

ü¿Ö ÄSt P ⊂ ∗H � � H s WÍm a, b ∈ P
tAC ÷

[a] = [b]
� Ö ¬ a = b � �Zw��.� �   π m P � m,�R[

a ∈ P 7→ [a] ∈ P(H) �+ÿX�S�  P � π(P)
p 1 V�-SvZwXÌFpJ°3á	â � �Fw¸è P ≈ π(P)

�
P(H) � P

p
P(H0)

m�5�6Z{ ³�. p��S��v|ÌXp)° � ñ�w»è
P(H) ≈ P ∪′ P(H0)

i0/X s WÚm a ∈ P(H)
t�C ÷��²�m K�½xÃ a � 〈e, a

〉

= 0
Ä 〈

e, a
〉

, 0
m�9ô Ö ÄË¹LðË�SvF�Í�U÷

〈

e, a
〉

= 0
� Ö ¬ a ∈ P(H0) � ��w�÷; 〈e, a

〉

, 0
� Ö ¬ λ = 〈e, a

〉

, a2 = λ
−1a
p��	Ùap

a2 ∈ P
�U�XÆ]Ç

a = [a] = [a2] ∈ π(P) ≈ P � �.w��
�

. P(H0)
m ��� {�WRo � ¿Ì ± ° P

m
“ 1 [�2  ”

m/5�6 � �XwSÌXp � �Xw��
P;òXó43

(
�

)
<�ÄAêLëUé$5
6 ìXí.m�79� �  T : P(H)→ P(H′) �/� ä�mSr;sU¹%�F� îAï p;vZw��

e
¹

H
m ÿ�J g���h�f¿pa÷  e′

¹
T [e] = [e′]

¹Nð��Lv
H′
m ÿ�J g���h�f¿pJv�w��

H,H′
¹L² ±�Y+± e, e′

¹$*|Æ�Ç
(P,H0), (P′,H′0)

p ,�8 vZw��
� ¹

10. s WUm a ∈ P
t/C�÷ 

T [a] = [a′]

¹Nð��Lv
a′ ∈ P′

° � VX��M�NXvZw��ÍÌ�mUp+ñ
‖ a ‖ = ‖ a′ ‖ (12)

°�'  �tUô# ¾ZÖ t x = a − e(∈ H0), x′ = a′ − e′(∈ H′0)
p`��Ù+p

T [x] = [x′] ( if x , 0), (13)

‖ x ‖ = ‖ x′ ‖ (14)

�l'  �tS���
v�w

T [a] = [a′′], ‖ a ‖ = ‖ a′′ ‖
¹#ðx�9v¥g|�Úh f

a′′
¹xp+wUp 

T ��� ä|mZr�s¿¹/�Z�.Ä Ö ∣∣∣ 〈e′, a′′
〉

∣

∣

∣ =
∣

∣

∣

〈

e, a
〉

∣

∣

∣ = 1
�Z²�Ì � λ = 〈a′′, e′

〉 
a′ = λa′′

p-� Ù]p 〈
e′, a′

〉

= 1, [a′] = [a′′]
�ËÌF�9÷;ÇX½�¾Í¹�ð���v

a′m/M�NS° ü|Ö Ä¿p#��Æ+�L��V�j a′
m�VOW.}xm Å � � a ∈ P 7→ [a] ∈ P(H)

° ÿO�Z� �FwZÌSp;Ä Ö�üËÖ Ä ��.w��
¾SÖ t · m a′′

tAuZ÷NÇ
‖ a′ ‖ = ‖ a′′ ‖

°X'	 �tZ�aÄ Ö  ‖ a ‖ = ‖ a′ ‖ � �.w��Ì ± p:9+;Ojxm�n Þ ‖ a ‖2 = 1 + ‖ x ‖2, ‖ a′ ‖2 = 1 + ‖ x′ ‖2
Ä Ö ‖ x ‖ = ‖ x′ ‖

°	Ü]ÇÚÙNw��
x , 0

m��p6�
T [x] = [x′′], ‖ x ‖ = ‖ x′′ ‖

¹�ð��Sv
x′′
¹¿pAwÚp

0 =
∣

∣

∣

〈

e, x
〉

∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

〈

e′, x′′
〉

∣

∣

∣

�.v|���
ô 〈

e′, x′′
〉

= 0
�U�ZÆ�Ç ∣

∣

∣

〈

x′, x′′
〉

∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

〈

a′, x′′
〉

∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

〈

a, x
〉

∣

∣

∣ = ‖ x ‖2 = ‖ x′ ‖ ‖ x′′ ‖
��Êx«xt�n Þ 1

Ä Ö
[x′] = [x′′] � �Fw#�¿÷��L°�Æ�Ç T [x] = [x′]

pN�Xw��
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· m���µ�tX�.�LÇLnao ¾�± w î.ï a ∈ P 7→ a′ ∈ P′
¹
ϕ
p?�ËñN îAï x ∈ H0 7→ x′ ∈ H′0

¹
V
p?� Ù

(
� �   V

� V(x) = ϕ(e + x) − e′ � nao ¾�± w î.ï )
�
ϕ
p

V � naoZÄ Ö;üÍÖ ÄSt# Â mAu Ñ �Í¹Nð��]v è
ϕ(e + x) = e′ + V(x) (x ∈ H0). (15)

� ¹
11. s WUm a, b ∈ P

t/C�÷
a′ = ϕ(a), b′ = ϕ(b)

p`�Ù]p?
∣

∣

∣

〈

a, b
〉

∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

〈

a′, b′
〉

∣

∣

∣ , (16)

Re
〈

a, b
〉

= Re
〈

a′, b′
〉

. (17)
vGw ÛZm��OµSÄ Ö T [a] = [a′], T [b] = [b′], ‖ a ‖ = ‖ a′ ‖, ‖ b ‖ = ‖ b′ ‖ � T �/� ä�mFr;s|¹-�F�aÄ Ö  (16)

°
Ü�ÇÙ�w�� 1 ï?Þ «��

∣

∣

∣

〈

a − e, b − e
〉

∣

∣

∣ =

∣

∣

∣

〈

a′ − e′, b′ − e′
〉

∣

∣

∣ (18)

°AÔSÄ ± w#�ÚpLÌ�z�° (18)
m/�
<�m�m�nÍ¹�=?>9v�w�p

∣

∣

∣

〈

a, b
〉

∣

∣

∣

2
− 2Re

〈

a, b
〉

+ 1 =
∣

∣

∣

〈

a′, b′
〉

∣

∣

∣

2
− 2Re

〈

a′, b′
〉

+ 1

� �XwSÌXp)° , ÄZw��ÍÌ ± p (16)
pJÄ Ö (17)

¹ ó w��
� ¹

12. ϕ � �9õ î.ïF� �.w��
vGw s W�m a, b ∈ P

t�C�÷;Ç
‖ a − b ‖2 = ‖ a ‖2 + ‖ b ‖2 − 2Re

〈

a, b
〉

,

‖ a′ − b′ ‖2 = ‖ a′ ‖2 + ‖ b′ ‖2 − 2Re
〈

a′, b′
〉

.

Ê.«.t
‖ a ‖ = ‖ a′ ‖, ‖ b ‖ = ‖ b′ ‖

p
(17)

p;Ä Ö
‖ a − b ‖2 = ‖ a′ − b′ ‖2.

� ¹
13. ϕ � P

m ³ äU¹ P′
m ³ äxm���ÄSt î va�

v�w
l
¹

P · m ³ ä p9÷J l =
{

a + λz
∣

∣

∣ λ ∈ C
} pNv�w��ÍÌ.Ì � a ∈ P, z ∈ H0, z , 0 � �FwL°� ‖ z ‖ = 1,

〈

a, z
〉

= 0
p�÷9n�÷NÇU�-V��A}Í¹�@��F�9�]�

a′ = ϕ(a), z′ = V(z)
p`�ÚÙLp?

l′ =
{

a′ + λ′z′
∣

∣

∣ λ′ ∈ C
} � P′ · m ³ ä � �.w��

ϕ
°

l
¹

l′
m��LÄSt î vUÌXp�¹-Ú�²U� �

b = a + λz, b′ = ϕ(b)
p`�ÙH�

‖ z ‖ = 1,
〈

a, z
〉

= 0
m�÷�nÍÄ Ö 〈a, b

〉

= ‖ a ‖2

‖ b ‖2 = ‖ a ‖2 + |λ |2

 〈
z, b
〉

= λ
����µ

11
t|�Ú 

∣

∣

∣

〈

a′, b′
〉

∣

∣

∣ = ‖ a ‖2, Re
〈

a′, b′
〉

= ‖ a ‖2
�.vX���Zô 〈

a′, b′
〉

= ‖ a ‖2
�

� � 〈a′, z′
〉

= 0
 ∣
∣

∣

〈

z′, b′
〉

∣

∣

∣ = |λ |
�

Ê.«.t
λ′ =

〈

z′, b′
〉 p`�ÙLp

| λ′ | = | λ | � 
〈

b′ − (a′ + λ′z′), b′ − (a′ + λ′z′)
〉

= ‖ b ‖2 − 2 ‖ a ‖2 − 2 |λ |2 + ‖ a ‖2 + |λ |2

= 0,vA�X��ô
b′ = a′ + λ′z′ ∈ l′ � �FwFÌXpJ°��AÄ�w#�¿÷��L°�Æ�Ç ϕ(l) ⊂ l′ � �Fw��
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� ¹
14. V : H0 → H′0 � �aõ ý ( ø )

ä�å î.ïF� �Fw��
v	w · m�mS�Sm���µ�p n Þ 9

Ä Ö  ϕ : P → P′ ����� {�e�f.g9f»h jUlAm/6 1�î.ïS� �Fw�p:A.� ¾�± w��vA�X��ô
ϕ � �9õ ý ( ø )

äaå îAï V2 : H0 → H′0
¹ $ ��Ç ϕ(e + x) = e′ + V2(x)

p ½ vxÌXp;° � ñaw��ËÌ ±p
(15)

p�¹-ò · w�p V = V2 � �Xw��.� �   V � �9õ ý ( ø )
ä9å î9ïS� �Fw��

�xõþý
( ø )

ä�å î�ï V � H
� ¶p�Ë�AÂ m
BRj�tÚ÷9�F°ÚÆAÇ+C�yxvËw9� ��� V

°F��õ ý ä�åm��R6�
U : H → H′

¹
U(λe + x) = λe′ + V(x)

pJv�w��ËÌ�mxp]ñ
U � �9õþý äaå î.ï �

V
°��9õ ý ø äaåxm���69 U : H → H′

¹
U(λe+ x) = λe′ + V(x)

pJvZw��ÍÌ�mxp]ñ
U � �9õ ý ø ä9å îAï �� �X± m3�	6�� a = e + x (x ∈ H0)

t�Cq÷�Ç � U(a) = e′ + V(x) � Sv � tD�|�U�x��t T [a] = [ϕ(a)] =

[e′ + V(x)] = [U(a)]
°�'	 �tZ���

x ∈ ∗H0
t/CÚ÷NÇ � U(x) = V(x) � Ø �   T [x] = [V(x)] = [U(x)]

°3'	 (tS�L�
� �   U � T

pg�OtZvZw��
ÌS��÷;Ç � ä�mSrJs|¹%�F� s Wxm î9ï T : P(H)→ P(H′)

t/C÷;Ç+
T
p ��tSvZwN�9õþý

( ø )
ä�å îAï U

m
M�NSvZwFÌXpJ° , Ä�Æ+�]�
P`I�P�Q3S�T,E |GFIHKJ é�L �
M î9ï U : H → H′ � U(a + b) = U(a) + U(b)

¹Nð���vÍp+ñON+P�Á � �FwZp�Í� �
( ø )
ä�å î.ï�� ©�ª�{ � �.w��

qGr
15. T : P(H) → P(H′) ��� ä�mZrNsÍ¹%�Z� îXï  U1 : H → H′, U2 : H → H′ � ��ô Ö � T

p���tZv�w
�Aõ ý ©�ª�{ îAïF� �Xw�p;v�w��ËÌ�m|p+ñ dim H ≥ 2

� Ö ¬ U1
p

U2 �/J \	�A>|mRQ�� �.�]� �Xw��.vF�X�ô
U2 = λU1, |λ | = 1

�
÷��L°�Æ�ÇËpFÙ;t

T
pg�OtZvZwN�9õþý

( ø )
äaå îAï���J \	�3>Í¹ · �Ftx÷;ÇXVOW�{At/� � w��

v�w ÷Xn�Ä Ös WËm x ∈ ∗H
t�Cq÷

T [x] = [Ui(x)] (i = 1, 2)
��Ê�«St]���w

λx ∈ ∗C
°�MGN�÷

U2(x) =

λxU1(x)
p��Fw�°L

U1,U2 � �aõ � Ä Ö | λx | = 1 � �Xw��
λx
°

x ∈ ∗H
tOk�M©÷]���¿ÌUp9¹AÚÚ²Ú�#� �ðïL� t x, y ∈ H

°	V Â�Ó tË����6 ¹�Ò�«|w��ËÌ9m�p.ñ
Ui(x),Ui(y) ∈ H′

� � ��V Â�Ó t � �Fw�� �+S � Ö x, y
m�ZFv�w � ä [x], [y] � \�º���   T ��ÿO��� Ä Ö

T [x], T [y]
�`\�º��Fw���ÊF«.ta² ±	Y]± ¹ K9½ vSw Ui(x),Ui(y) � V Â�Ó t � �Fw��

x + y
t

U2
¹ "�$Ú¾3° wËp; U1,U2

m�©�ªS}�Ä Ö U2(x + y) = λxU1(x) + λyU1(y)
�¿�O9

U2(x + y) =

λx+yU1(x) + λx+yU1(y)
°3'	 (tS�L�ËÌ9Ì � â�<Um Ñaµ ¹�ñXò�÷JÇ λx = λx+y = λy

¹ ó w��
Â t x, y ∈ H

°OV Â á�Z�m/��69 x, y
plV Â�Ó t�� Ã z ∈ H

¹3ö|pJ�¿p�w
(dim H ≥ 2 � Ä Ö ² ± °3á	â ��.w

)
�.vSw�p:T�ÚÚ÷#��ÌXp�tZ�� 

λx = λz = λy
�

Ê.«Xt
λx � x ∈ ∗H

t/k�M÷��A�aÄ Ö ¿Ì ± ¹ λ pC�©ÙLp� U2(x) = λU1(x), |λ | = 1 � 9n Þx����üS¾�±���
���

.
Ì9Ì#Ä Ö;üÍÖ ÄA���S��t dim H ≥ 2

m���69
T
pg�OtZvZw;�Aõ ý

( ø )
ä�å îAï °LäaåZÄ ø ä9åFÄ � T �

�]� � � Æ�ÇÍ÷ � �Nm � �Xw#�
dim H = 1

mA�G6 ��� t�U�Wq÷�������t+ T
pl��t�vxw��Xõ ý ä.å îXï p �Aõ ý ø äAå îXï m 2 V °�ÛGMvZw��
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