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1 }�~����
1.1 ��������������������
�����U��������� �*¡�¢`��£�¤�¥%¦�����§�¨�©�ª(«�ª(¬��£�¤�ª¯®%°H±�²A³�¤�«´*µU¶¸·c°¹®!ºH»�¼x³
½ ·1¾
½ ®!¿*ÀHÁ�Â¸Ã�Ä¹ª*ÅHÆ¸ÇAÈ�É3ÊË�9Ì�£�´Pµ3¶�·*¾

1.2 ����cÍÏÎ�ÐÒÑ¸ÓÕÔ×ÖRØ�Ù�Ú
1. U,V

�(Û`ÜUÝ�Ü
R

n,Rm
ª`Þ(ß%à%á

f : U → V
�Pâ%ãH¥

p
�

U ä ª*å ®Pæ�·*¾ f
¿(ç%è�ªc®�é{ê

p ë Crì ³ ½ ·¹®{íHîHÜ¸·Ïï
p
ª*ðHñ

U1(⊂ U)
º(¬H ´Pµ

f
ª

U1 ò ª*óUôAº Cr õ ³ ½ ·1¾
f
º

p
³

Cr õ ÈËö!÷ p
³`ø3ù�³ ½ ·*¾x²,ú

U
ª*û�å�³

Cr õ ª¸®(éP¥�ü%ý�ÛHªc®`é,þ,ô�ÿ f
¿

( ���®�´Pµ
)Cr õ ³ ½ ·*¾

2. �i : Rn → R
¿
�

i(x1, . . . , xn) = xi
³(£����*ÜU·

(i = 1 . . . n)
¾

3. Qn(a)
¿

0
���	��®\æ�·	
���º

a
ª

n ���������� ����æ ï
Qn(a) =

{
x ∈ Rn |

∣∣∣xi
∣∣∣ < a (i = 1 . . .n)

}

4. Bn(a)
¿

0
���	��®\æU·	
���º

a
ª

n ������ ����æ ï
Bn(a) =

 x ∈ Rn |
n∑

i=1

(xi)2 < a2



2
���! #"%$'&
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ª1û%å�º
R

n
ªAÞ(ß3à¸þ�@�Á¸È1ð�ñË�BA�ý�®`éP¥

M
¿
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R
n
ªAÞ`ß3àxþ�@`Á¹È

M
ªAÞ(ß3à

U
¿

M
ª

n ���F�G�H�I ®�E�÷`Üx·*¾ ½ ·,¶�¿ U
®	@`ÁHâ3ã

ϕ
�	Jcþ

´!ú?A�ª
(U, ϕ)

�
M
ª

n K�L�M�N ð%ñ�®�¶PO�¾ (U, ϕ)
¿

n ���Q�R�F�G�S ®TA6E3÷�Ü¸·*¾Æ�U�³�¿*¥V@�ÁHâHã
ϕ
�	W¹þ

U ä ª n K�L�F�G�X�Y ®�E�Zx°�®�þ(æ¹·*¾
ϕ(p) = (x1, . . . , xn)

È�ö�÷�¥
(x1, . . . , xn)

¿
p
ª M�N ³ ½ ·1¾�û xi

¿
p
þB[�\�µT]Ë²%·(ü�ö,°�Üc�

p
ª3¢!�

®�^�_�·�°�®TA�³xé,·*¾¹ÛU°9³
xi
= �

i ◦ ϕ (i = 1, . . . , n)
®7£���æU·¹®(é\¥�°�Ü¹� F�Ga`�b ®9¶�O7¾ M�N âHã ϕ¿ M�N ¢���³�]c²%·1ü�ö ϕ = (x1, . . . , xn) = (xi), (U, ϕ) = (U, x1 . . . xn) c ®TAdUfe&¾

n KBL�M�N ð�ñ�ü�öhg¯·�ß�à S = {(Ua, ϕa)}
¿
{Ua}

º
M
ª�i�jcþ%È?\`µ�¶¹·lk3à�¥

M
ª

n KBLTF�G�H�I
S ®	E3÷`Ü¹·*¾ç�è�³

r = 1, 2, . . . ,∞, ω
®{æ¹·

(Cω
¿nmpo%«�qUÇ�rc��s?t,æU·

)
¾

M
ª6uUýUª

n K�L�M�N ð�ñ (U, ϕ), (U′, ϕ′)
þ6v�´!µ,¥Hâ3ã

ϕ ◦ ϕ′−1 : ϕ′(U ∩ U ′) → ϕ(U ∩ U ′)
�

(U, ϕ)
®

(U ′, ϕ′)
ªHÃ%ª F�G�w�x ®9¶�O�¾ M�N ��yx¿ Rn

ª(Þ`ß3à¸ª ½ ¶�z3ª�@`Á�â%ã�³ ½ ·*¾{[�\*µc°�Ü�ö\º
Cr õ ³½ ·¸®9¶aO�íT|x¿6} c «�q���³�~xþ1£��a�*Ü%µ3¶�·*¾

M
ª M�N ð3ñ�� S = {(Ua, ϕa)}

¿HÛ,Ü�þ6��æ¹·	��sxªlu¹ý�ª M�N ð%ñcª M�N ��yUº Cr õ â3ã�®9È?\*µ3¶U·k%à%¥
Cr õ ³ ½ ·¸®9¶POi¾A£��Uü¯öG¥ M�N ��yx¿ Cr õ �%�V@�Á�³ ½ ·�°3®\º,��ü�·1¾ç�è�ª���Ä�³�¿�¥�À%Á%��� � M ä þ��UÈ�e(®�A���®\ýUª Cr õ M�N ð%ñ���º,¬H�æ¹·�°�®��!ÌH£�´Pµ�¶�·1¾²,ú M�N ð%ñ��¸ª K�L ¿ n

®H´7¥�°�Ü¸��������öPÈ�¶,¾
u¸ý¹ª

Cr õ M�N ð�ñ�� S , S ′
¿`¥��3ß�à

S
⋃

S ′
ºx²�ú

Cr õ ®*È¹·x®,é!¥ Cr
ìa��� ³ ½ ·c®�£�� ´\¥¯°

Ü¸�
S ∼ S ′ (Cr)

®�U�e&¾
���4�	�

2.1.
°9Ü%º�@6�x¢���³ ½ ·�°�®�����ü���[9¾

�?_�ö�Ü�ú
Cr õ M�N ðHñ�� S

þ6v�´Pµ,¥
S
þ

Cr õ @��UÈ Cr õ M�N ð3ñ���æ��%µU�¹®�\!µ,¥x°�Ü�ö�ª6�Aßà
Cr(S )

��^�_�·¹®7¥�°PÜ�¿�²,ú
Cr õ M�N ðHñ���³ ½ ·*¾

Cr(S ) =
⋃

S ′∼S (Cr )

S ′

S ∼ S ′ (Cr)⇐⇒ Cr(S ) = Cr(S ′)
ºTg ÿ=�UýA¾¹Û¸´Pµ

Cr(S )
¿

M ä ª Cr õ M�N ð3ñ�� ��� ª*ß%à¸ª�ÈAü�ª6�  L ®%´9µ�W�¡B¢B£�ö\Ü¸·�¾3æ�ÈAî?¤*¥ Cr(S ) ⊂ S ′
È�ö!÷

Cr(S ) = S ′ (
�� 

)
³ ½ ÿ&¥�¡Ëþ

S
ºT�� xÈ¯ö*÷�¥

Cr(S ) = S
³ ½ ·!¾

���4�	�
2.2.

ç ä ª¹°3®��	��ü��?[9¾
Cr(S )

�
S
ª�£��U·

M ä ª n �� Cr
ì .�/�0�¥�¦ ®�E�ZA¾¹Ûx´�µ�J

(M,Cr(S ))
�

n �� Cr .�/�0�1�2
� ®	E�Z,¾

s < r
È¯ö!÷

S
¿

C s õ ³PA ½ ·Hª�zAü�ö7¥ Cr § �H��¨�© Cr(S )
ü ö�ªh«¸þ

C s § �%��¨�© C s(S )
�!£���æ

·�°�®9º%³cé�·�¾�°!Ü¹¿
Cr § �%��¨�©��!£��U· S

ª6¬�(§xþ�[¹ö9È3¶,¾¯°`ª6sPt,³A¥
Cr õ�§ �%�3��� � ¿

C s õ�§ ���%��� � ³{A ½ ·*¾®�_3÷!��� � ª	o�®¹ª*�fe{¿lo%«�qUÇ (Cω õ )
��� � ³ ½ ·1¾P[�\1µ`¥`Û(Ü�ö9¿ C∞ § �H����� � ³{A ½ ·1¾Æ�U�³U¿�¯xþ�°�±UÈ��HÄ���²4£%ú�¶�¤P³(³(¥

C∞ § �3�H��� � z�£��	´µO,°�®1þ¸´i¥¹Û(Üc�(ú�¶�þ 1�2 � ®E�Zc°�®!þ(æU·*¾
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²Aú1��� � M
ª § �H��¨�©���£��UæU· M�N ð3ñ�� S

�
M
ª M�N ð%ñ��H¥ S

þ���æU· M�N ð3ñË� M
ª M�Nð%ñ�®�E�Zx°�®!þ,æ�·*¾

- �T· 0�1�2 � ç%è�³�¿
M, M′, M′′, M1, M2, . . . c ª6¸T¹c¿ § �H�H��� � �º�UæA¾

M
ª(Þ(ßHà

U
þ4ªh«¹þ § �H��¨�©���£���æ¹·�°�®PºH³xéA·*¾�æ3È(î�¤ M

ª M�N ð%ñ�� S = {(Ua, ϕa)}
�¹®

ÿR¥(ß%à
S U = {(U ∩ Ua, ϕa|U∩Ua )}

��^�_�·¹®�¥Ë°9Ü%º
U
ª M�N ð%ñ��¸þAÈ�\!µ3¶�µ`¥ U

þ § �H��¨�©�ºT»x·
(S
ª�¬�`§¸þl¼ öPÈH¶3ªH¿�½�öiü

)
¾

U
þ�°�ª § ����¨�©��	¾�£�ú?A�ª3� M

ª ��· 0�1�2 � ®�E�Z,¾ç�è�³�¿
M
ª,Þ`ß%àx¿!¥�Wxþ�� ÿ�º3È�£�Ü�÷

M
ª,Þ�¿H�%��� � ®º^�_�·*¾

-�À�1�2 � M, M′
�AÛ�Ü�Ý(Ü

n,m K�L ª*��� � ®{æ¹·¹®G�%À�Á�ÂxÃ M ×M′
¿�½�ö{ü�þ

n+m K�L ª!À%ÁH�� � ³ ½ ·1¾ M
ª M�N ð3ñ�� { ( Ua , ϕa ) }

®
M′
ª M�N ð%ñ�� { (

U ′b , ϕ
′
b

) } þ6v ´\µ { (
Ua × U ′b , ϕa × ϕ′b

) }
º�Û3ª M�N ð�ñ��¯���4_U·1¾¯°�Ü�º M, M′

ª M�N ð3ñ��xª6¬{`§ ®1¿6ÁË¢��cþ���ýUª C∞ õ�§ �%��¨�©¯�!£��æ¹·�°�®!¿�½Ëö\ü�³ ½ ±?O7¾
M × M′

þ¹°�ª § �H��¨�©Ë�	»�Ü�ú�A�ª�� M, M′
ª À�1�2 � ®	E�Z,¾

(U, x1 . . . xn), (U′, y1 . . . yn)
�(Û(Ü�Ý`Ü

M, M′
ª M�N ð%ñ ®PæU·¹®

x̃i(p, q) = xi(p)

ỹ j(p, q) = y j(q)

³,£����*Ü¸·
n + m Â ª�¢�� x̃i : U × U ′ → R, ỹ j : U × U ′ → R

¿�½¯ö{üUþ
U × U ′ ä ª M�N ¢!�U³ ½ ·1¾TÃ@3ªTÄ�Û`Ü%º3È�£(Ü�÷*¥

x̃i, ỹ j
¿%Û`Ü�Ý(Ü

xi, y j
®ºÅ�¸a�!ÜU·�°�®�A ½ ·1¾

3 Â ç ä ª*��� � ª1����� � ª*£��ÆA�@���³ ½ ·*¾
- ����F�G�H�I ��� � M

ª�å
p
ª M�N ð3ñ (U, x1 . . . xn)

¿,ç�è�ª6Ç�È��	Éxú,æ�®(é9¥
p
���	� ®Pæ¹·	
��

º
a
ª ����F�G�H�I ®�E3÷`Ü¸·!¾

1. xi(p) = 0 (i = 1 . . .n)

2.
��s�ª

q ∈ U
þ�v ´*µ ∣∣∣xi(q)

∣∣∣ < a (i = 1 . . .n)
º�gÕÿÊ��¤�¥�Ë�v�þ ∣∣∣ui

∣∣∣ < a (i = 1 . . . n)
ÈU·6��s�ª��

(u1 . . . un)
þ�v�´9µ

xi(q) = ui (i = 1 . . .n)
��É¸ú,æ`å

q
º ½ ·!¾

ýU²�ÿR¥
ϕ = (x1 . . . xn)

®\æ¹·¹®�é9¥
ϕ(p) = 0

³%üHý
ϕ(U) = Qn(a)

®9È�·�ª`º��3§ M�N ð%ñ�³ ½ ·1¾å
p
ª M�N ð%ñ (U, ϕ)

º
ϕ(p) = 0

�	É¹úc´\µ3¶AÜ�÷*¥
U
�ºÌaÍ(È,Þ(ß%à

V
þ*ó¹ôAæ�·�°�®{³

p
���	��®{æ

·	��§ M�N ð%ñUº�Î öiÜx·1¾�Û,Ü¹¿ ϕ(U)
º
R

n
þ�Ä�£�·

0
ª1ð%ñU³ ½ ·�°�®Pü�ö	½¯ö{ü3³ ½ ·*¾�Ï�_�þ6��s

ª*å
p
þ6v ´\µ,¥�»�¼¸È�ö

R
n
ª�Ð�Ñ�Ò�Ó�®7ð%ñ¹ª1óUô���Ô�æc°�®�þB[xÿ

p
���	��®\æ¹·��%§ M�N ð3ñ�º%ý�Õþ1¬3Uæ¹·U°�®1þHÈ�·�¾{�¸ö!þ :�Ö�×�< ª���y¯�	ÔUæ�°�®P³A¥Hå p

¿���sËª6
��
a
ª���§ M�N ð3ñ¯�BA!ý�®APíB_�·*¾

2.2 ØÆÙµÚ�Û�Ü�Ý �4Þ
ß

2.1 (n ��aà?áBâ?ã�äaå ). Rn
¿�ª�½�È

n- KVL À�ÁU�B� � ³ ½ ·,¾ α : Rn → Rn
��æ c âUãÕ®*æË·�®P¥

{ (Rn, α) }
¿

Cω- M�N �U³ Rn
þ

Cω õ�§ �H��¨�©¯�9£��¹æU·1¾ { (Rn, α) }
þV[¸ÿR£����*Ü�ú

Cω õ�§ �%��¨�©�VA*ýA��� � ¿ n- K�L?à�á�âBã�ä4å ®�E�÷AÜ3µ�¶¹·1¾ α = (x1 . . . xn)
®hUçe�®(é!¥

(x1 . . . xn)
¿�è >�éVê ÂËÃ

R
n
ª G�ë�F�G�S ®�E�÷`ÜU·1¾

3



ß
2.2 (n �����ì ).

ß%à
S n
=

 u ∈ Rn+1 |
n+1∑

i=1

(ui)2
= 1

�
n �����ì ®	E�Z,¾ S n

þ%¿
R

n
ª	¿3��ÂxÃx®�´9µ�ª*ÀHÁË���?_�·*¾

U+a = { u ∈ S n | ua > 0 } ,
U−a = { u ∈ S n | ua < 0 } (a = 1 . . . n + 1)®ºÄ�e(®7¥ {

U+a ,U
−
a

} ¿
S n
ª(Þ�i�j�³ ½ ·*¾

σ = +,−
®H´7â3ã

ϕσa : Uσ
a → Rn

�
ϕσa (u) = (u1 . . . ûa . . . un+1)³,£���æ¹·¹®

(�̂
¿
�

ªlíµîPºToVï�þ%¿�ðAü�Ü�µ ½ ·�°�®���s{t,æU·
)
¥
ϕσa
¿

Uσ
a

ü�ö
n- K�L Þ�ñ Bn(1) ò ªò�ó ³ ½ ·*¾,¡Hâ3ã

(ϕσa )−1 : Bn(1)→ Uσ
a

¿
(ϕσa )−1(x1 . . . xn) =

x1 . . . xa−1, σ

√√
1 −

n∑

i=1

(xi)2, xa . . . xn


³��?_�ö�Ü¸·*¾�°H°�ü�öG��üU·�[�O�þ

ϕσa : Uσ
a → Bn(1)

¿�@1ÁHâ%ã�³ ½ ·
(a = 1 . . .n + 1)

¾�Ï�_�þ
S n
¿

n- K
L À%ÁH��� � ¾ M�N ¢�� ϕσa = (x1

a . . . x
n
a)
ª,ü�ú�¤���ô?�,µ�Ä�e(®

xi
a(u) =


ui (i < a)
ui+1 (i ≥ a)®9È�·*¾

a, b = 1 . . . n + 1, a < b, σ, τ = +,−,
®3´

(Uσ
a , ϕ

σ
a )
®

(Uτ
b , ϕ

τ
b)
ª ½ ¶�z�ª M�N ��yBõ¯�lôP�%µVö{[4O\¾,û

u ∈ Uσ
a ∩ Uτ

b

þ�v�´\µ
ϕσa (u) = (u1 . . . ûa . . . ub . . . un+1)

ϕτb(u) = (u1 . . . ua . . . ûb . . . un+1)³ ½ ·�ü�ö

xi
a =



xi
b (i < a, b ≤ i)

xi+1
b (a ≤ i < b − 1)

τ

√
1 −

n∑

k=1

(
xk

b

)2
(i = b − 1),

xi
b =



xi
a (i < a, b ≤ i)

xi−1
a (a < i ≤ b − 1)

σ

√
1 −

n∑

k=1

(
xk

a

)2
(i = a)

��ÎË·*¾ M�N ��yc¿loH«�qx¢9�4z(ü�ö {
(Ua, ϕ

+

a ), (Ua, ϕ
−
a )

} ¿
Cω- õ M�N ðHñ���³`¥¸°9ÜHº S n

þ
n- K�L Cω- õ§ �%��¨�©��9£��Uæ�·*¾

4



ß
2.3 (n ���÷�ø�äVå ). Rn+1 \ {0}

ª�u L u, v
ª ½ ¶�zHª%¢��

u ∼ v
�

u ∼ v⇐⇒ u = kv ( k ∈ R \ {0} )

³(£���æU·¹®7¥�°�Ü�¿�@��x¢	��³�ù%ß%à
RPn
=

(
R

n+1 \ {0}
)
/ ∼

º(£����!Ü¹·*¾
u
ª�@���ú��

[u]
®�U¯éP¥�ùHâ%ã��

π
®�U�e¯ï

π : Rn+1 \ {0} → RPn, π(u) = [u]

RPn
�

n ���û�÷�ø�ä�å ®9¶POi¾%ç�è�¥ RPn
�

Pn
®ºÅ�¸�æU·!¾

Pn
þ%¿�ù%â3ã

π : Rn+1 \ {0} → Pn
þ3¢(æ¹·	ù3ÀHÁ¯��»�Ü¹·1¾3æ3È�îV¤

U ⊂ Pn
¿
π−1(U)

º
R

n+1 \ {0}
ªAÞ

ß%àxªx®`éP¥�üHý�Û�ªx®(é(þ,ô ÿ7Þ(ß%à�³ ½ ·¹®7£���æ¹·!¾A£��xþV[¹ÿ
π
º(ø%ù�³ ½ ·�°�®!¿4ªl½,³ ½ ·*¾

V
�
R

n+1 \ {0}
ª,Þ`ß%à�®{æU·¸®

π−1(π(V)) =
⋃

k,0

kV

z,ü�ö
π(V)

¿,Þ`ß3à%¾3ý¹²Ëÿ
π
¿,Þ`â%ã�³ ½ ·

(
´\ü�´,°`ªlü�ox¿�ç�è�³�¿�ý�îHÜ�È�¶

)
¾

Pn
º 8�9�:,;þ<?> ÂxÃ,³ ½ ·�°�®��lÿV½x´�[BOi¾ Rn+1

ª��9�Ë�
( u , v )

®�U�éP¥
|u| =

√
( u , u )

®�UfeG¾
Pn

ä ª��¹È�·�u%å π(a) , π(b)
þ�v�´i¥

|a| = |b|
®7Ì%£�´PµPA*¶�¶,¾¹¢��

f : Rn+1 → R
�

f (u) = ( a + b , u ) · ( a − b , u )

³(£���æU·¹®7¥�ß3à
V+ = {u ∈ Rn+1 | f (u) > 0},
V− = {u ∈ Rn+1 | f (u) < 0}

¿%Û,Ü¹Ý(Ü
a, b
�����	�¸¶�þ�
UÈ

R
n+1 \ {0}

ª(Þ,ß�à�³ ½ ·�¾
f (ku) = k2 f (u)

z,ü ö
V± = π−1(π(V±))

º�gÕÿ
�P¤

(
°(ªV[�O9È`ß�à

V±
����%ß�à ®�¶*O

)
¥�ÏB_�þ

π(V+), π(V−)
¿3Û(Ü¹Ý(Ü

π(a), π(b)
�����	�¸¶�þ�
UÈHÞ

ß%à�³ ½ ·*¾�´!úAº�\*µ
Pn
¿ 8�9l:f; <?> Â¸Ã(³ ½ ·1¾û

a = 1, . . . , n + 1
þ,ý3¶,µ

Va = { [u] ∈ Pn | ua
, 0 }

®ºÄ�e&¾����¸Ç%þ
R

n+1 \ {0}
ª(Þ(ß%à

Ṽa
�

Ṽa =
{

u ∈ Rn+1 \ {0} | ua
, 0

}

³���» ´\µ�Ä e`®�¥�½�ö{ü�þ
Ṽa
¿����HßHà�³,¥

π(Ṽa) = Va
zAü�ö

Ṽa = π
−1(Va)

³ ½ ·1¾�Ï�_3þ
Va
¿

Pn
ª`Þ

ß%à�³ ½ ·*¾,â%ã
ψa : Va → Rn

�
ψa([u]) =

(
u1

ua . . .
ûa

ua . . .
un+1

ua

)

³(£���æU·¹®
ψa
¿

Va
ü�ö

R
n ò ª ò�ó ³(¥A¡%â%ã ψa

−1 : Rn → Va
¿

ψa
−1(x1 . . . xn) =

[
x1 . . . xa−1, 1, xa . . . xn

]

5



³��?_�öiÜ¹·*¾
ψa
º�@�Á�â3ã�³ ½ ·�°3®`�	ÿ�½(æU·Aú��3þ*¥����xÇHþ!â3ã

ψ̃a : Ṽa → Rn, θa : Rn → Ṽa
�

ψ̃a(u) =
(

u1

ua . . .
ûa

ua . . .
un+1

ua

)

θa(x1 . . . xn) =
(
x1 . . . xa−1, 1, xa . . . xn

)

³(£���æU·¹®7¥�°�Ü�ö�¿�½Ëöiü�þ!ø3ù�³
ψa ◦ π = ψ̃a

π ◦ θa = ψa
−1

º�g�ÿ=��ýA¾�Ï�_�þ
ψa, ψa

−1 ò §�®�AiøHù�³(¥ ψa
¿�@1Á�â3ã�³ ½ ·*¾

[�\*µ
Pn
¿

n K�L À%ÁH��� � ³,¥ { (Va, ψa) }
º�Û%ª M�N ð%ñ����º��_�·*¾ M�N ¢!� ψa = (y1

a . . . y
n
a)
¿

yi
a([u]) =



ui

ua (i < a)

ui+1

ua (i ≥ a)

³��?_�öiÜ¹·*¾
a, b = 1 . . . n + 1, a < b

®�´7¥
(Va, ψa)

®
(Vb, ψb)

ª ½ ¶�z%ª M�N ��y�õc��ô��?[�O�¾ [u] ∈ Va ∩ Vb
þ�v�´Pµ

ψa([u]) =
(

u1

ua . . .
ûa

ua . . .
ub

ua . . .
un+1

ua

)
,

ψb([u]) =


u1

ub . . .
ua

ub . . .
ûb

ub . . .
un+1

ub


³ ½ ·�ü�öG¥

yi
a =



yi
b

ya
b

(i < a, b ≤ i)

yi+1
b

ya
b

(a ≤ i < b − 1)

1
ya

b
(i = b − 1),

yi
b =



yi
a

yb−1
a

(i < a, b ≤ i)

yi−1
a

yb−1
a

(a < i < b)

1
yb−1

a
(i = a)

�	Î�·*¾ M�N ��yc¿�o3«�q¸Ç�z�ü�ö�¥ { (Va, ψa) }
¿

Cω- õ M�N ð%ñ���³A¥�°9Ü�º Pn
þ

n K�L Cω- õ�§ �H��¨©���£���æU·*¾
6



3
���! ���� �µ���' ����

3.1 ØÆÙµÚ �"!
o�¢!�

f : M → R
º`ê

p ë Cr
ì ³ ½ ·x®*¿�¥

p
ª M�N ð�ñ (U, ϕ)

�¹®�\(ú�®,é9¥
f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R

º
ϕ(p)

³
Cr
³ ½ ·�°�®`�!íÆOi¾�°9ÜU¿

p
ª M�N ð%ñ (U, ϕ)

ª�#�ÿ/§¹þ�¼%¬ ´!È�¶(¾
M
ª!ûHå�³

Cr õ ªx®(éP¥ f $ Cr
ì ë&%&' ®9¶�O�¾ Cr õ ¢��c¿!øHù�³ ½ ·!¾

( �
3.1. f : M → R

®A´i¥
U
�

M
ª,Þ`ßHà%¥

{Ua}
�

M
ª,Þ�i�j�®\æU·1¾Ë°�ªc®`é*ç%è�ºTgÿþ�UýA¾

1. f
º

Cr õ ÈËö�÷ f |U
¿

Cr õ ³ ½ ·!¾
2.
æ��%µ�ª

a
þ`î�úB\*µ

f |Ua

º
Cr õ È¯ö�÷ f

¿
Cr õ ³ ½ ·!¾

ß
3.1. U

� M�N ðHñ�®\æU·¸®G¥ U ä ª M�N ¢��c¿ C∞ õ ª § ���x¢!��³ ½ ·*¾
f : M → R

®%´i¥
(U, ϕ)

�
M
ª M�N ð%ñ ®9æU·�¾�°(ªx®,é9¥c¢�� Rn

ªAÞ(ß�à�³A£��Æ�!ÜUú
F = f ◦ ϕ−1 :

ϕ(U) → R
�

f
ª

(U, ϕ)
þ?[A·�)&*�®�E�Z�¾

f
º

Cr õ È¯ö1÷�£��Ëþ?[xÿ F = F(u1, . . . , un)
¿

Cr õ ³ ½ ·�¾°�ªc®`é
∂ f
∂xi (p) =

∂F
∂ui (ϕ(p))

®�U�éP¥x¢��
∂ f
∂xi : p ∈ U 7→ ∂ f

∂xi (p)

�9£���æU·*¾B½Ëö\ü�þU°�Ü�¿
Cr−1 õ ª3¢���³ ½ ·1¾

U
� M�N ð%ñ�¥ (x1, . . . , xn), (x′1, . . . , x′n)

�
U ä ª M�N ¢!��®{æ¹·¹®7¥ U ä ³

∂ f
∂x′ j
=

n∑

k=1

∂ f
∂xk

∂xk

∂x′ j
( j = 1 . . .n)

º�g�ÿ=��ýA¾�°�ª*©¸ª
f
þ

x′i
��+�»�æU·¹®

δi
j =

∂x′i

∂x′ j
=

∑

k

∂x′i

∂xk

∂xk

∂x′ j

º�Î öiÜ¹·*¾
m Â ª Cr õ ¢�� f1, . . . , fm

þ6v ´9µ�Ñ�,
(
∂ f i

∂x j (p)
)

i=1...m, j=1...n�
p
þ�Ä�£3·

f 1, . . . , f m
ª�-/.�021�3 ®�¶PO�¾¯°PÜ�¿�A�¤%±�¶ M�N ¢��¸þ6¼H¬�æ¹·�º`¥Aúc®�_3÷54��x¿ M�N ¢�xþV[�öPÈH¶(¾

ä ¸�³ m = n
ªx®`é9¥76/8&9ºÑ:,¹ª�Ñ:,�©Ë�

p
þTÄ�£�·

f 1, . . . , f n
ª�-;.�0 àVã ®�¶aO�¾�¸�¹�³�¿

D( f 1, . . . , f n)
D(x1, . . . , xn)

(p)

7



®�U�e&¾
°�ÜPA M�N ¢��cþl¼H¬�æU·1º,¥76;8:9�è ê º=<�³3È%¶c®9¶�O?>�@¸¿ M�N þ�[�ö9ÈH¶`¾®Be\þ M�N ¢��cªA6B8&9�è ê ¿�<�³3È�¶,¾ ½ ·�s4t(³�Û�ª!¡Uº�g�ÿþ��\1µ(¥
( �

3.2. f 1, . . . , f n
�

M ä ª C∞ õ ¢���®PæU·*¾ p ∈ U
þ�Ä3¶�µ

D( f 1, . . . , f n)
D(x1, . . . , xn)

(p) , 0

È�ö!÷*¥
p
ª�C3�¹þ�D���¶*ð3ñ

V(⊂ U)
þ1óUôAæU·¹®

ψ = ( f 1, . . . , f n)
¿

V ä ª M�N â3ã�®PÈ�·*¾
EGF °9Ü�¿*¡c¢!�H£�¤Uü�ö�½�ö{üA¾

�

Æ�UU³�¿
C∞
¢*���	´µO2H:I�º,�¹¶�ü öG¥�°9Ü�ö���JUþ .�/�0 `	b ®�E�Zc°�®*þ,æ¹·�¾�¸�¹U³�¿x´9ü¯´ M

ä ª § �%�c¢!�GK�¶�ZHü�öhgc·!ß%à¯� C∞(M)
³T�Uæ�¾

C∞(M)
þ3¿4ªd«¸þ�Lxª�¨�©�º�»c·1¾�°(ª�Lc¿�M%à¸Ç�¥

§ yU³(¥�N:O¸ª�JAÀ L ��A�ý,¾ M ä ³�æ c ÇHþ 1
�U®�·�¢9�Uº�N&O&J,À L ³ ½ ·*¾è�ª�P�©x¿*Å�ÆxÇ(³ ½ ·�º`¥:Q�R�´Pµ�ÄË°�O�¾

S �
3.3. p : R→ R

�9��í%©x¢!��®\æ¹·U®
lim

x→+∞
p(x)e−x

= 0

EGF
p(x) = xn (n

¿�T:U�V%�
)
ªlkHà��	ÿB½Aæ�Ü�÷B[1¶(¾A�H��æHÜ�÷`î3üU·�[VO�þ

x
ª ½ ·¹®,°(±�ü�ö

xn+1e−x¿	J�Wcþ�X���´ZY?��·�¾�Ï�_�þ
a > 0

º(¬3�´�µ,¥�æ���µUª
x > 0

³
0 ≤ xn+1e−x ≤ a

ºTgÕÿ �¹ýH¾�[�\��
x³�]*\*µ

0 ≤ xne−x ≤ a/x
��Îc·*¾

x → +∞
³

a/x→ 0
zAü�ö

xne−x → 0
®9È�·*¾

�

S �
3.4.

a(t) = e−1/t (t > 0)

®ºÄ�e&¾
a
¿

C∞ õ ³(¥�æ��%µ�ª k = 0, 1, 2, . . .
þ6v ´Pµ

limt→+0 a(k)(t) = 0
®9È�·*¾

EGF
a(k)(t) = p(1/t)e−1/t

³ ½ ·�°�®��_^�`U÷�[1¶,¾�°�°!³
p
¿

k
þ�acbPµT]c²�·!��í3©c¢9�U³ ½ ·*¾

k = 0
ªlkHàx¿4ªl½�z(ü�öG¥

0, . . . , k − 1
²`³�¿�d�´�¶Ë®H´\µ

k
þ,ý3¶,µ�ÿV½Aæ�·*¾�ÌH£�ü�ö

a(k−1)(t) = p(1/t)e−1/t.

�H��æU·¹®
a(k)(t) = − (

p′(1/t) + p(1/t)
)

(1/t)2 e−1/t.

°9Ü3³
k
þ`ý�¶Aµ{Aed�´�¶x°3®\º�ÿV½V��Ü�ú(¾

�

S �
3.5. a : R→ R

¿ K ªlÇ�ÈË�	É¹ú¸´9µ3¶�·U®\æ¹·*¾
1. a

¿
{t | t , 0}

³
C∞ õ ³ ½ ·

2. a
¿

t = 0
³`ø3ù

8



3. ak
º(¬�f ´Pµ

limt→0,t,0 a(k)(t) = ak
º`¬:f�æU·

(k = 1, 2, . . . )

°�ªc®`é
a
¿
R ��� ³ C∞ õ ³ ½ ·1¾3ýU²Ëÿhg�scª k = 0, 1, 2, . . .

þ,ý3¶Aµ
Ck õ ³ ½ ·*¾®"i3÷

a(t) = 0 (t ≤ 0), a(t) = e−1/t (t > 0)
®G£��Uæ�ÜU÷

a
¿��"i¯ö�Ü�ú6Ç�Èc�	É¹úx´9µ�Ä�ÿ/¥

C∞ õ ³ ½ ·!¾
( j s ï t = 0

ª5k ÿ7³�l7m�n ×�o Þ%æAÜ�÷1��ü�·�[BO�þ a
¿*«�p¹ÇA³%ÈH¶

)
¾

EGF
k
þ%¢`æU·�q�r:O7sTÿ�½,æGt�u/v�w

a x R ��� s`ø%ù?z(ü�özy k = 0
s x ½�ö{ü�þ�d|{�}5u a ~ Ck−1 õ v�s x� ü4\��&}�t"��{�

a ~ Ck � s7�7t������	ÿ�½5�"t�u
t , 0
���"t"�?y�Ð����"�����G���
a(k−1)(t) − a(k−1)(0)

t − 0
= a(k)(θt) (0 < θ < 1)

��� �
lim
t→0
t,0

a(k−1)(t) − a(k−1)(0)
t − 0

= lim
t→0
t,0

a(k)(θt) = ak.

�&������y
a(k−1) x t = 0

sA�&� � s	y
a(k)(0) = ak

u��B{_�
a(k) x t = 0

sB�e�&��s&��t�u
��� �

a x Ck � s��7t�u
�

S&�
3.6. � �A�������B �� C∞ ¡�¢ b : R → R ~�£ f"�/t�¤ b(t) = 1 (t ≤ 1), b(t) = 0 (t ≥ 2), 0 < b(t) < 1

(1 < t < 2)
u

��¥/��¦G}�� � ���:�§��� �� C∞ ¡�¢ c : R→ R
� £ f¨�^��;��� ~ sB©�t�¤

1. c(t) = 1 (|t| < 1)

2. c(t) = 0 (|t| > 2)

3. 0 < c(t) < 1 (1 < |t| < 2)

ªG«
b x�¬� 3.5

�
a
��®:¦c{

b(t) =
a(2 − t)

a(2 − t) + a(t − 1)s	��¯G��¥G° � }5u
c x c(t) = b(t)b(−t)

s	��¯G��¥�° � }	u
�

±��
3.7. � ���:�¨���� 5� C∞ ¡�¢ h : Rn → R ~5£ fG�Gt²¤

1. h(x) = 1 (x ∈ Qn(1)),

2. h(x) = 0 (x < Qn(2)),

3. 0 ≤ h(x) ≤ 1.

ªG«
h(x) = c(x1) · · · c(xn)

�2��¯G��¥G°�³  ���:�;�A��´:�	�" 5��u �

±��
3.8. p ∈ M

��{Zy
U
�

p
��µ7¶|���tAu¨���¨��©�y � ���&�§���/ �� p

��µ7¶
V,W
���·7¸��7� � ¡

¢ h : M → R ~	£ f��"t�u
1. W ⊂ V, V ⊂ U

9



2. h(q) = 1 (q ∈ W),

3. h(q) = 0 (q ∈ M \ V)

��/ 5��u
ª/«

U x�¹&º µ�¶�s�y U » � ¹7º:¼�½ ϕ ~ ϕ(p) = 0, Qn(2) ⊂ ϕ(U)
���; ��¾�2¿7�À{��§��Á�Â�Ã���Ä����

}5u ¬� 3.7
� ¡�¢ h

�ÅB &¸
h0
�2Æ�©�y

p
��µ:¶

V,W
���·7¸��&� � ¡�¢ h : U → R

�
V = ϕ−1(Qn(2)),

W = ϕ−1(Qn(1)), h = h0 ◦ ϕ
s���¯��Gt�u�Ç§�Z�7¸

W ⊂ V ~	ÈÊÉÌËGÍ u/v5  V ⊂ ϕ−1(Qn(2)) ⊂ V
s
ϕ−1(Qn(2))

xGÎ�Ï�Ð§ÑcÒzÓ �¾� M
��ÔAÕ&ÖGs���t�u&���5�/�

V = ϕ−1(Qn(2))
s

V ⊂ U
� È×ÉhË�Í u h

�
U
��Ø�s xAÙÚ/Û&¸

0
��t ��Ü ¸���¯�Ý§�Þ�ß���¥G°

V,W, ϕ x ³  ���&�¨�A��´:�5�" 5��u �

à7á
3.9. p ∈ M

��{ey
U
�

p
��µ:¶â�Z��t�u§���;��© � ���&�¨��" 5� p

��µ:¶
W ~	£ f���t²¤

1. W ⊂ U

2. U » ��g�ã/���:� � ¡�¢ f : U → R
¸�ä|{��

M å&æ s	��¯�ç�¥7 ���� � ¡�¢ f̃ ~	£ fc{_� f̃ |W = f |W
u

ªG« ¬� ��µ:¶ V,W
� ¡�¢ h

�_è Ü u�é�i§�Z¥� 
f
¸�ä|{_�

M » � ¡�¢ f̃
�

f̃ (q) =


f (q)h(q) (q ∈ U)
0 (q ∈ M \ V)

s	��¯G��¥G°
f̃ x �&� � s�³  ���:�¨���� 5��u �

3.2 êcëÀìÊícî
f : M → M′

��{2y
p ∈ M

�Z��t�u ¼�½ f x�ï&ð �/��© p ñ Cr ò ñ:ó:ô �} Ü ¤
1. p
� ¹�º µ�¶ (U, ϕ)

�
f (p)
� ¹�º µ&¶ (V, ψ)

s
f (U) ⊂ V

��� ��;��� ~	£ f��Gt
2. » � �GÜ � ¹�º µ&¶"¸�ä|{_� ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ~ ϕ(p)

s
Cr � s7��t�u�õG}�ö/i7t"� ψ = (y1, . . . , ym)

�_��¥
°�y&��´:��� ¡¢ yi ◦ f ◦ ϕ−1 ~5÷ ϕ(p)

s
Cr � s��7t (i = 1 . . .m)

u¨�A����� x�¹�º µ&¶/��ø/·AùB¸�ú�_��}	u
f ~�÷ p

s
Cr � �§�°�Ç¨�Z��¸ p

s��&��s&��t�u
f ~ M

��û ÷ s Cr � �B�	©_y f ü Cr ò ñ7ó:ô ��} Ü u
±��

3.10. M
�_ý:þ æ y p ∈ M

���Gt�u
p
� ¹�º µ:¶ (U, x1 . . . xn)

s ï&ð ���:�¨��� ��;��� ~	£�ÿ �GtÀ¤ M
å:æ s	��¯�ç�¥�  C∞ ¡�¢ h1, . . . , hn ~�£�ÿ {_��y hi|U = xi (i = 1, . . . , n) ~	È=ÉhËGÍ u
ª¨«

(U′, x′1 . . . x′n)
�

p
� ¹�º µ�¶²���¨t�u5û i

¸ Í }�� hi ∈ C∞(M)
�

p
��µ�¶

Ui(⊂ U ′) ~&£Gÿ {A�
hi|Ui = x′i|Ui

u��B��s
U = U1 ∩ · · · ∩ Un

y
xi
= x′i|U

��:¥/°�y
p
� ¹7º µ�¶ (U, x1 . . . xn) xA¬& ���7����� 5��u

�

à7á
3.11. f : M → M′ xAï&ð �B��©_y�� Í ���B�	©	¸�� É y Cr � s&��t²¤

1. f x �:��s7�7t
2. M′ » ����ã;� C∞ � ¡¢ h

¸�ä¾{��5y
M » � ¡�¢ h ◦ f x Cr � s&�7t�u

10



ª�« x���� ¸ f x Cr � sG��tB��"tAu§�	�;�5© M′ » ����ã¨� C∞ � ¡�¢ h
¸�ä|{�

h ◦ f ~ M
��û ÷ ps

Cr � s7�7t��7���	��
�° � }�u
p
� ¹�º µ&¶ U

�
f (p)
� ¹�º µ�¶ V ~�£�ÿ {�� f (U) ⊂ V

u�¿:�����zy
ψ ◦ f ◦ϕ−1 x ϕ(p)

s
Cr � s	y h ◦ψ−1

x ψ( f (p))
s

C∞ � s��&t�u ��� �
(h ◦ f ) ◦ ϕ−1

= (h ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) : ϕ(U) → R

x ϕ(p)
s

Cr � u�{�  ~ � � h ◦ f x p
s

Cr � s7��t�u
� ¸�§���B� Ü u f (p)

� ¹&º µ&¶ (V, y1 . . . ym)
� ¬: 3.10

���&�§���" �� �GÜ ¸��§t�u��B{�
p
� ¹�º µ:¶

(U, ϕ)
�

f (U) ⊂ V
��" 5� ��Ü ¸;��t

(
�:�s

f
���&��Ã;��¦G}��7�&t

)
u

h1, . . . , hn
�

hi|V = yi
�Gt

M′ » � C∞ ¡�¢ �_�"t/�z¿:�G�c� hi ◦ f x Cr � s7��t�u��:���"� hi ◦ f ◦ ϕ−1 x
p
s

Cr � uc�5��� ~
hi ◦ f ◦ ϕ−1

= yi ◦ f ◦ ϕ−1 (i = 1, . . . , n)

Ó �c�?y���¯B¸ � É f x p
s

Cr � s��&t�u
�

����� �
3.1. f : M → M′, g : M′ → M′′, h = g ◦ f : M → M′′

���tAu
f , g ~ Cr � ����°Ay h x Cr � sG�t�u��¥/������
 � u

�������! #"%$�& ' ý:þ æ M1 × M2
¸�ä¾{_� å!( ( (�) )

π1 : M1 × M2 → M1 π1 ( p , q ) = p

π2 : M1 × M2 → M2 π2 ( p , q ) = q

~ ��¯�ç�¥"t�u/v�  p ∈ M1, q ∈ M2
¸�äc{	* (

ι1,q : M1 → M1 × M2, ι1,q(p′) =
(

p′ , q
)

ι2,p : M2 → M1 × M2, ι2,p(q′) =
(

p , q′
)

~ ��¯�ç�¥"t�u
π1, π2, ι1,q, ι2,p

����} Ó ¸ x
π1 ◦ ι1,q = idM1 ,

π2 ◦ ι2,p = idM2� ¡�+ ~ �7t�u
¹:º s-,!�|{_��.	¥G°�Ç¨�e�7� ��Ü ¸G��¥c��� ¼:½/x ��� � s7��t�u

4
/1032 4�5 687:9<;>=@?

�BA�CEDGFIH
p ∈ M

�Z��t�uKJKL ¼:½ v : C∞(M)→ R ~
v( fg) = (v f )g(p) + f (p)(vg)

��/ 5����©_y
v
�

p M!N�O�ô M P A�CEDQFRH �BS�TVU
v, w W p

¸�X�Y�Z
M
��[�\ Ñ¾Ò^] ����°_ v + w, λv ( λ ∈ R)

�-`5 
p
¸�X�Y�Z

M
��[�\ Ñ¾Ò^]�a ��ZU:����/�

Tp M a p
¸KXbY�Z

M
��[E\ Ñ|Òc]�å7æ ��Õ7Ö§�B,��¨����¸��dZB�e_ TpM fg \ Ñ¾Òc]�hji�a �bZ�U

Tp M
�

p M�N�O�ô M P A�kdl �BS�TKU
11



m
4.1. U

�
p
� ¹:º µ�¶â��n%_ x1, . . . , xn

�
U » � ¹�º ¡�¢ ���EZ�U

i = 1, . . . , n, f ∈ C∞(M)
¸�äon

(∂/∂xi)p f
�

(
∂

∂xi

)

p
f =

(
∂ f
∂xi

)
(p)

�z��¯G�EZ"�p_
(∂/∂xi)p ∈ Tp M a ��Z�Uq �

4.1. a ∈ Rn
��nr_ts�u�v Ï%h�i Rn

� º�w7¹�º�x � (u1, . . . , un)
�?Æzy{U��A�¨��©

(∂/∂u1)a, . . . , (∂/∂un)af TaR
n
��| a ��ZU

ª�« ∑n
j=1 c j

(
∂/∂u j

)
a
= 0
����°_

ci
=

{∑n
j=1 c j

(
∂/∂u j

)
a

}
ui
= 0 (i = 1 . . .n) Ó ��� (∂/∂u1)a, . . . , (∂/∂un)a f Á

�!}�Ë U
R

n » ����ãB�����!~ ¡�¢ f f
f (u) = f (a) +

n∑

i=1

gi(u) · (ui − ai) (u ∈ Rn) (1)

��L¨¸�ÆjY�ZU¨�&� a û gi f �7��~ ¡�¢ a ��Z�U (1)
�������

u = a a ui
¸ ¡ n���:��~#n_�K_ ∂ f /∂ui(a) =

∑n
j=1 g j(a)δi

j = gi(a) (i = 1 . . . n)
����Z�U

v ∈ TaR
n
�

(1)
����/¸��&¦��EZ��

v f =
n∑

i=1

(vgi)(ai − ai) +
n∑

i=1

gi(a) · (vui)

=

n∑

i=1

(vui)
(
∂ f
∂ui

)
(a) =

n∑

i=1

(vui)
(
∂

∂ui

)

a
f

�&�����

v =

n∑

i=1

(vui)
(
∂

∂ui

)

a��� ¸
(∂/∂u1)a, . . . , (∂/∂un)a f TaR

n
��ßEZU

�q �
4.2. M »�a�ÍK� ¸ c ∈ R

����Z ¡¢ ��� f�É c
� Æ�y	�p_

vc = 0 W	È×ÉÌË�Í U
ªG«

c = 1
����Ö¨����
�° �� U

1 · 1 = 1 Ó ��� v1 = (v1)1 + 1(v1) = v1 + v1
U

��� ¸
v1 = 0 �q �

4.3. v ∈ TpM
�Z�EZU

1. p
����Z�µ�¶

U
¸VX � �

f |U = 0
�¨��°

v f = 0 a ��Z�U
2. p
����Z�µ�¶

U
¸VX � �

f |U = g|U
�§��°

v f = vg a ��Z�U
ªG«G�&Á"���  ����
G°���~ a ��Z�U M » � ¡�¢ h

�
p
��µ:¶

V,W
� ¬� 3.8

���:�¨���" �� ��Ü ¸;�Z�U
�EZ/�

f · h = 0 a _ ��� ¸
0 = v( f · h) = (v f )h(p) + f (p)(vh)
= (v f )1 + 0(vh) = v f .

�
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����� P�������� "r$K& P��!� f : M → M′
��7�!~ ¼&½ �_�dZ�U h ∈ C∞(M′)

¸�ä�n%_
f ∗h = h ◦ f

�	X8y
�p_

f ∗h ∈ C∞(M) a ��ZU��tn� ¼:½
f ∗ : C∞(M′)→ C∞(M), h 7→ f ∗h = h ◦ f

f R � ¢ � wd�-�#� � ����� Z�� ��W���  ¸���� � �Z¥tZU f ∗(h) = h ◦ f ¡ $K& f M�¢�ô h P����	����� �Ü Ud£�©�¤on f��j¥ Ã!¦ ¡ � Í U
1. α : M → M ¡Ù Ú ¼�½���§ Z � _ α∗ : C∞(M)→ C∞(M) f�Ù Ú ¼:½
2. f : M → M′, g : M′ → M′′, h = g ◦ f : M → M′′ �	§ Z � h∗ = f ∗ ◦ g∗

� ¸ v ∈ TpM
¸�äone_

f∗v : C∞(M′)→ R ¡
( f∗v)h = v( f ∗(h))

aV¨ ¯ § Z � f∗v ∈ T f (p)M′ a�© ZUG�tn � ¼�½
( f∗)p : Tp M → T f (p) M′, v 7→ f∗v

f J!L a�© Z�U
( f∗)p ¡ $V& f P p M!N�O:ô��!�Q� S�T�U��~ f��t¥ Ã!¦ ¡ � Í

1. α : M → M ¡Ù Ú ¼�½���§ Z � (α∗)p : Tp M → Tp M f�Ù Ú ¼�½ U
2. f : M → M′, g : M′ → M′′, h = g ◦ f : M → M′′ �	§ Z � (h∗)p = (g∗) f (p) ◦ ( f∗)p�b���â� �ª¥ � jW!« �7¥¬Z²¤ f : M → M′ ¡ �b~ ���� nB_ g : M′ → M ¡ � ¥ � ¼�½Q��§ Z�U ( f∗)p :

Tp M → T f (p)M′ f J�L ����a _B� ¥ � f (g∗) f (p) : T f (p)M′ → TpM
¸�Ú#n � U

®
4.4.
ý�þ æ M � M′ W ��~ �- �¨��°�_ M � M′ ¥���¯df Ú�n � Uq �

4.5. p ∈ M � nr_ U ¡ p ¥ µ:¶ �	§ ZU ι : U → M ¡E°e± �K* (#��§ Z � _ (ι∗)p : TpU → Tp M f J!L
��Ea�© Z�U
ªG«²`�³ �j¥�´�g�¡ ��� § ZU p ¥ µ:¶ W(⊂ U) W�© �� _!��ã ¥ f ∈ C∞(U)

¸�äon
f1|W = f |W

¡ �B  § f1 ∈ C∞(M) W&Í!� ¸ £&ÿ n ��� Z ( ¨�µ 3.9)
U

( f1|U)|W = f1|W Ó �c� f � f1|U(= ι∗ f1) ��f p ¥ µ¶ »�a Á�¶�n ��� Z�Uç �
v ∈ TpU, ι∗v = 0 �	§ Z �
v f = v(ι∗ f1) = (ι∗v) f1 = 0

��� ¸
v = 0

U ����
ι∗ f * (Ea�© ZU

� ¸��ã ¥ w ∈ TpM
¸�äone_

v ∈ TpU ¡ v f = w f1 aV¨ ¯ § ZU¬�¥ W f1 ¥ ø�·AùB¸�úâ�_� � � � _ v W [�\
ÑcÒ·]�a�© Z�� ��f���  ¸��!�§ç�¥K_ v ∈ TpU a�© Z�UK��ã ¥ g ∈ C∞(M)

¸�ä�n �
(g|U)|W = g|W Ó �c�

(ι∗v)g = v(g|U) = wg

§ ����� ι∗v = w W	ÈÊÉÌË ��_ ι∗ W�å!(ba�© Zb� �rW ~�� �  -U �
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q �
4.6. U ¡ p ¥�¹�º µ&¶!_ ϕ = (x1, . . . , xn) ¡ U »�¥�¹�º�¼:½ ( ¹�º ¡�¢ ) �	§ Z�U

R
n ¥�º!w:¹:º�x�¡ u1, . . . , un � ÆQy � ©�_
ϕ∗

(
∂

∂xi

)

p
=

(
∂

∂uk

)

ϕ(p)
(i = 1, . . . , n)

W	È×ÉÌËGÍ U
ªG«

ϕ∗
(
∂/∂xi

)
p
=

∑
k ξ

k
i (∂/∂uk)ϕ(p) � X ��� _ª�¥ ¡ ¡�¢ uk

¸��:¦ § Z � _
ξk

i = (ϕ∗(∂/∂xi)p)uk
= (∂/∂xi)p(uk ◦ ϕ)

= (∂/∂xi)pxk
= δk

i .

�

à7á
4.7. n ��¯ ý�þ æ M ¥ [ hdi Tp M ¥���¯Ef n a�© Z�U § �5�"��ý�þ æ M ¥���¯ª� ÁK¶ § ZU

x1, . . . , xn ¡ p ¥�¹�º µ:¶ »�¥�¹:º ¡�¢ �	§ Z �
(
∂

∂x1

)

p
, . . . ,

(
∂

∂xn

)

p

f TpM ¥ | a�© Z�U
ªG«�\ Ñ�Ò·]�hjij� n �

Tp M � TpU � Tϕ(p)ϕ(U) � Tϕ(p)R
n

¸�¹ ¥�hti�¥���¯�W n Ó ��� Tp M ¥���¯ � n
U

� �¥ ¹�º � ¬� ���Ç§�Z� a�© � Ü U �

���t�b�t P AEkªl M1, M2 ¡ ý"þ æz�§ ZKU U,V ¡ �&¥¬»&¥ p ∈ M1, q ∈ M2 ¥�¹/º µB¶ � n�_ ϕ =
(x1 . . . xn), ψ = (y1 . . . ym) ¡ ��¥E»A¥ U,V »�¥�¹�º�¼:½o��§ ZU� ¥j� © U × V f ' ý�þ æ M1 × M2

¸-X�Y�Z ¹�º µ:¶ a _ ϕ × ψ = (x̃1 . . . x̃n, ỹ1 . . . ỹm) W � ¥�»�¥�¹�º�¼�½
( ¹:º ¡¢ ) a�© �  -U���� a x̃i

= xi ◦ π1, ỹ j
= y j ◦ π2 a�© Z ( π1, π2 f ��¥�»	¥ M1, M2 ¥�»K¼�¥�(�) )

U
ι1,q(p) = ι2,p(q) = ( p , q )

¸ � É ι1,q, ι2,p ¡B¨ ¯ § Z �
(ι1,q)∗

(
∂

∂xi

)

p
=

(
∂

∂x̃i

)

(p,q)
(i = 1, . . . , n)

(ι2,p)∗

(
∂

∂yi

)

q
=

(
∂

∂ỹi

)

(p,q)
(i = 1, . . . ,m)

W	È×ÉÌËGÍ (
����
 �

)
U

������� �t¥ � �rW ~G�EZ�U Ψp,q : Tp M1 ⊕ TqM2 → T(p,q)(M1 × M2) ¡
Ψp,q(v, w) = (ι1,q)∗v + (ι2,p)∗w

�e¨ ¯ § Z � _ Ψp,q f \ Ñ|Ò·]�hji�¥!���ª¡ é � ZU ï7ð�abf TpM1 ⊕ TqM2 � T(p,q)(M1 × M2) f � ¥ Ψp,q¥5ð!a�� ÁK½on � � Éc¾ Ü U

14



���j� �
4.1. ��¡ ����
 � U

(
∂

∂xi

)

p
= (π1)∗

(
∂

∂x̃i

)

( p , q )(
∂

∂yi

)

q
= (π2)∗

(
∂

∂ỹi

)

( p , q )q �
4.8 (
A�CEDGFIH PB¿!��P�À�ÁKÂ ). U ¡ p ¥�¹:º µ&¶�_ (x1 . . . xn) ¡¹�º ¡�¢ _ (x′1 . . . x′n) ¡�Ãj¥�¹�º ¡¢

�	§ Z�U v = ∑n
i=1 ξ

i(∂/∂xi)p =
∑n

i=1 ξ
′i(∂/∂x′i)p

�¨��°

ξi
=

n∑

j=1

∂xi

∂x′ j
(p)ξ′ j (i = 1 . . .n) (2)

¥ ¡�+ W	ÈÊÉÌËGÍ Uq �
4.9 (

$�& PK�t�oP!ÄtÅdÆtÇ ). f : M → M′ ¡ �B�d~ ¼/½ _ p ∈ M, (U, x1 . . . xn) ¡ p ¥�¹/º µB¶t_
(V, y1 . . . ym) ¡ f (p) ¥�¹�º µ:¶�_ f i

= yi ◦ f (i = 1, . . . ,m) �	§ Z � _
f∗

(
∂

∂x j

)

p
=

m∑

i=1

∂ f i

∂x j (p)
(
∂

∂yi

)

f (p)
( j = 1 . . .n) (3)

W	È×ÉÌËGÍ U
È �B�	�	É�Ç f��! �a�© Z ¥�a _�Ê�Ë ¥Ì�Í ¸�`A��
tZ�U

�BA�Î é � �e¥G �ý�þ æ M
¸�äÏn

T M = {(p, v) | p ∈ M, v ∈ Tp M}
π : T M → M, (p, v) 7→ p

� X#y{U5Õ:Ö T M
¸�Ð o� �&�!~!Ñ�Ò ¡�Ó ¥EZ�� ��¡�ï7ð�a�Ô � ZU� ¥   � ¸ M ¥�Õ�Ö&¹�º µ&¶ x {(Ua, ϕa)}, ϕa = (x1

a, . . . , xn
a) ¡d��É _ ¼:½ ψa : π−1(Ua)→ Ua × Rn ¡

ψa(p, v) = (p, ξ1 . . . ξn)

aV¨ ¯ § Z�U¬�!� a ξi f v ¥�È ~ a�© Z�¤ v = ∑
ξi(∂/∂xi

a)p
U

ψa f×�(ba _
π1 ◦ ψa = π

W	È×ÉÌË ��_!��ã ¥BØ ~�Õ:Ö V(⊂ M)
¸�äÏn �

ψa(π−1(V)) = V × Rn. (4)

W	È×ÉÌËGÍ U
(π−1(Ua), ψa), (π−1(Ub), ψb) ¥�¹:º!Ù ö ¡�Út�dÛ Ü U π−1(Ua) ∩ π−1(Ub) = π−1(Ua ∩ Ub) Ó�ÜªÝ _ (4)

¸ ÛBÉ
ψa(π−1(Ua) ∩ π−1(Ub)) = (Ua ∩ Ub) × Rn,

ψb(π−1(Ua) ∩ π−1(Ub)) = (Ua ∩ Ub) × Rn.

§ ����� ψa(π−1(Ua) ∩ π−1(Ub)) f ψa(π−1(Ua)) ¥-Þ Õ:Ö a�© Z�U
15



(p, v) ∈ π−1(Ua) ∩ π−1(Ub)
_
ψa(p, v) = (p, (ξ1

a . . . ξ
n
a)), ψb(p, v) = (p, (ξ1

b . . . ξ
n
b)) �	§ Z � _

ξi
a =

n∑

j=1

∂xi
a

∂x j
b

(p)ξ j
b (i = 1 . . . n).

��� ¸
ψa ◦ ψb

−1 : (Ua ∩ Ub) × Rn → (Ua ∩ Ub) × Rn f ��~ �ba�© Z�U
Û�ß � T M »�¥ Ð bW _�û π−1(Ua) W�Þ Õ&Ö a _ ψa W��V�¼7½ ¸���Z � ��Ü �&� a Á�ãBÛ&¸à�`�Z�U¬� ¥Ð  ¸ ¡ n � T M fáªâBãQä·] u hti�a _ 2n ��¯ Ð  ý�þ æ�a�© Z�U
T M ¥ �&�!~!Ñ�Òc�Zû ψa W ��~ �� ¸5��Z � �¨Ü �:� a Á5ã;¸�à�`!Z�U� Ü n � ¨ ¯�ç�¥7 ��&�!~�ý:þ æ T M ¡ M ¥ A�Î � �§Ü U���j� �

4.2. π : T M → M W �:��~ a�© Z�� �-¡ ��
�U

5 å ?@æ@çéè
5.1 ê�ë�ì�íïî!ðñë¬ìzíQò�óñë�ìzí
�B$K& P�ô � M ¡ n ��¯d¥ _ M′ ¡ m ��¯E¥ ý:þ æ�� ne_ f : M → M′ ¡ �:��~ ¼:½#�	§ ZU

f ¥¾÷ p
¸VX�Y�ZVõ ¢ rankp f ¡

rankp f = rank( f∗)p = dim f∗(Tp M)

aV¨ ¯ § Z�U p, f (p) ¥ µ�¶ a�¨ ¯§ç�¥�  ¹�º ¡�¢ (x j), (yi) ¡ è � _ f∗ ¡�ö�÷ ,�� § Z � _ rankp f ��f
(
∂ f i

∂x j (p)
)

i=1...m, j=1...n

¥ õ ¢ ¸�ø�� Ý � � U
¨ ¯ ÜªÝ Ç ÝrÜ ¸ rankp f ≤ n,m a�© Z�Uq �

5.1. rankp f = n
� Ý °�_ p ¡Kù�ú���§ Z º�û W a ¥�Ë ù ¹�º µ:¶ (U, x1 . . . xn) � f (p) ¡�ùBú���§ Z º!û

W a ¥�Ë ù ¹�º µ:¶ (V, y1 . . . ym) a
1. f (U) ⊂ V

2. yi ◦ f (q) = xi(q) (q ∈ U, i = 1, . . . , n)

3. yi ◦ f (q) = 0 (q ∈ U, i > n)

¡ �/  § � ¥VW	£:ÿ�§ ZU
ª�«

f (U) ⊂ V ¡ �B  §�¹:º µ&¶ U,V f�£&ÿE§ Z�U u1, . . . , un ¡ U »�¥ ��ã ¥�¹:º ¡�¢ � nr_ v1, . . . , vm ¡ V

»�¥ ��ã ¥�¹�º ¡�¢ �	§ Z�U�  Ó n v1, . . . , vm f vi( f (p)) = 0 ¡ �/  §jÛ Ü �/� ¥�¡ ødT�U
f i : U → R, f i

= vi ◦ f (i = 1 . . .m) � Xoy �pö�÷
(
∂ f i

∂u j (p)
)

i=1...n, j=1...m

¥ õ ¢ f n a�© Z�U Û�ß �Vü!ý � Ý v1 . . . vm ¥�þ!ÿ¬¡Ü � �
det

(
∂ f i

∂u j (p)
)

i, j=1...n
, 0
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¡ �B  §�Û Ü ¸ § Z�U���� a xi
= f i (i = 1, . . . , n) � X¬� Ü U U ¡ ��~���ç�y � ¥G° ϕ = (x1 . . . xn) f U »�¥

¹�º�¼:½�a�© Z (
� ¡�¢ ¨Kµ )

UÏn Ü � ϕ(p) = 0 ÓKÜªÝ ϕ(U) = Qn(a) � ��Z Û Ü ¸ U ¡b� Z�� ��W�a ©�Z�U
q ∈ U

� Ý ° i = 1, . . . , n
¸ Í ��� vi( f (q)) = f i(q) = xi(q) Ó�ÜÏÝ

∣∣∣vi( f (q))
∣∣∣ < a (i = 1, . . . , n)

��� ¸
V ¡

q′ ∈ V =⇒
∣∣∣vi(q′)

∣∣∣ < a (i = 1, . . . , n)

¡ �/  §jÛ Ü ¸���çty��d��n � � ¡�+ f (U) ⊂ V f��  	¥tZ�U
V »�¥ ¡�¢ y1, . . . , ym ¡

yi
= vi (i = 1, . . . , n)

yi
= vi − f i ◦ ϕ−1(v1 . . . vn) (i > n)

�p¨ ¯ § Z �e��  ¸�~ Ü Z Û Ü ¸
det

(
∂yi

∂v j ( f (p))
)

i, j=1...m
= 1

��� ¸
V ¡ ��~���ç�y � ¥�° ψ = (y1, . . . , ym) f�¹&º�¼7½�ab© ZU a ¡ ��~B¸��§ç�yhø
	 a ψ(V) = Qm(a) �

§ Zb� � � a ©KZU� ¥EÛ Ü ¸ ¨ ¯�ç�¥7  ¹:º µ�¶ (U, ϕ), (V, ψ) W � j¥ �&� ¡�§ ´ � �"  § � ��f Ç ÝrÜ�a�© ZU �q �
5.2. rankp f = m

� Ý °_ p ¥�¹�º µ:¶ (U, x1 . . . xn) � f (p) ¥�¹�º µ&¶ (V, y1 . . . ym) a
1. f (U) = V

2. yi ◦ f (q) = xi(q) (q ∈ U, i = 1, . . . ,m)

¡ �/  § � ¥VW	£:ÿ�§ ZU
ªG«GÉ�Ç f��E¥ � #�B��� þB¸tn � a ©KZ ¥Va����§ Z�U �

� ü�������������������������� ç � �&�!~ ¼:½t¥�� ý � Ñ��-ã!a�© Z fK��� . � �d�!� .-_�" ��� . ¡�¨¯�n Û Ü U
1. § ´ � ¥�÷ p ∈ M a rankp f = n ¥�� © f ¡	ü#����� � ��Ü U
2. f W�fK�!� . a�Ü�Í * (j¥�� © �������Ï� �§Ü U
3. § ´ � ¥�÷ p ∈ M a rankp f = m ¥j� © f ¡$�������Ï� �¨Ü U
4. f W " �!� . a�Ü�ÍAå�(j¥�� © M′ ¥#%�&bP��������Ï� �¨Ü U

'�ã
.
ÆB¸ Û�ß � f)( »V¼b¥ " �!� .�* ¡+( " ��� .�* � S�	 a � Z�Uq �

5.3. f : M → M′ W " ��� .�� Ý ° f fVÞ	¼:½�a�© Z�U,B¸
f W M′ ¥�»�¼b¥ " ��� .�� Ý ° f f�-�¼:½ba�© ZU

ª�«
f ¡ " ��� . ��§ Z�U M � M′

¸KXEY�Z ¹:º µ&¶ ¡ �  5.2 ¥ �&� ¡ �/  §�Û Ü ¸ � ¥"° f f Ç Ý	Ü ¸
f (U) = V § �5��� Þ Õ�Ö U ¡Þ Õ:Ö V ¥�» ¸ ¼b§ U
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M ¥ ��ã ¥�Þ Õ�Ö fV§ ´ � � ¥bÛ Ü � Þ Õ&Ö U ¥�.�� n � ,�ç�¥dZ ÜªÝ f f�Þ�¼:½�a�© ZU¹�º ¥ � jf Ç Ý	Ü U �q �
5.4. M, M′,N ¡ ý:þ æ�� ne_ f : M → M′ f!fK�!� ._ g : N → M f �:� ¼�½ _ h : N → M′ f �:��~ a

h = f ◦ g
��Z ¡�+ W�© Z �	§ Z�U�� ¥j� © gtf g f �:��~ a�© Z�U

ª¨«
p ∈ N �§ ZKU��  5.1

¸0/ � _
g(p) ∈ M ¡EùVú��§ Z M ¥�Ë ù ¹�º µ"¶ (U, x1 . . . xn)

� Ý ·"¸
f (g(p)) = h(p) ¡!ùBúo��§ Z M′ ¥�Ë ù ¹�º µ:¶ (V, y1 . . . ym) ¡

yi( f (u)) =


xi(u) (i ≤ n)
0 (i > n)

(u ∈ U)

¡ �/  §jÛ Ü ¸ � Z�U
g f ��� ÓKÜªÝ _ p ¥�¹�º µ:¶ W W�©bß � g(W) ⊂ U ¡ �"  § U¬� ¥j� © q ∈ W

¸�äon
xi(g(q)) = yi( f (g(q)))

= yi(h(q)) (i = 1 . . .n)
(5)

¿ ¨EÜoÝ _ yi ◦ h f �&��~ ¡�¢ ÓKÜÏÝ21 (5) Û;É W »!a g f �&��~ ab© Z�UK�:ã ¥A÷ p W � ¥EÛ Ü ��µ:¶ W

¡ � Í!ÜªÝ g f �:�!~ a�© ZU �

�  5.4 � “ × ä/Û ”
¸ �t¥ �  � È�Ëb§ Z�Uq �

5.5. M, M′,N ¡ ý:þ æ#� ne_ f : M → M′ f M′ ¥5»K¼b¥ " �!� .�_ g : M′ → N f�¼&½ _ h : M → N f�:��~ ¼:½�a h = g ◦ f
��Z ¡�+ W�© Z ��§ Z�U � ¥t� © g f�gtf �:��~ a�© Z�U

ªG«8�  5.3
¸ Û/É f f�-�¼�½ba�© Z�U ��� ¸ g f �&� a�© Z�U

p ¥�Ë ù ¹:º µ7¶ (U, x1 . . . xn)
_

f (p) ¥�Ë ù ¹&º µ&¶ (V, y1 . . . ym)
� Ý ·G¸ h(p) ¥�Ë ù ¹7º µ7¶ (W, z1 . . . zl)

¡ f (U) = V, g(V) ⊂ W

yi( f (q)) = xi(q) (i = 1 . . .m, q ∈ U)

¡ �/  §jÛ Ü ¸ � Z�U
v ∈ V

¸�ä�n
q ∈ U ¡

xi(q) =


yi(v) (i ≤ m)
0 (i > m)

�p¨d� Z � v = f (q) a�© Z�U § �	�"� g(v) = g( f (q)) = h(q) W	ÈÊÉhË�Í U g, h ¡�¹�ºba ,!�#n � .bZ �
zi ◦ g(y1 . . . ym) = zi ◦ h(y1 . . . ym, 0 . . . 0) (i = 1 . . . l) (6)

zi ◦ h(x1 . . . xn) f �&�!~ ¡�¢ Ó�ÜªÝ (6) ¥�3 � f (y1 . . . ym) ¥ ����~ ¡�¢ U ��� ¸ g f �&�!~ ¼:½�a�© Z�U �

5.2 4¾ì6587:9
�<; � ���! P à�= M fAï7ð�¥j� © M′ ¥ ; � ���� � �§Ü U

1.
Õ:Ö � n � M ⊂ M′
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2. °p± ��* ( ι : M → M′ f��d�!� . a�© Z�U § �5�"� § ´ � ¥�÷ p ∈ M a rankpι = n

M W M′ ¥�Ø ~:ý&þ æ � Ý ° M ¥ Ð jf M′ ¥�Ø ~ h�i¬� n � ¥ Ð ÏÛ;É?>EÜ � � ��Ü � ��W õ � Z W _�!� a ��n M ¥ Ð �W M′ ¥BØ ~ hji�� n � ¥ Ð  ¸�Ú#n � � ©�_ M ¡ M′ ¥!@#A ; � �!�! � �§Ü U M W
M′ ¥ Ô�Õ�Ö a!Ü�Í�B�C!Ø ~�ý�þ æt¥�� ©�_ M ¡ M′ ¥0D ; � ���! � �§Ü Uq �

5.6. M′ ¡ m ��¯ ý:þ æ _ M ¡ M′ ¥ n ��¯KØ ~�ý:þ æ#�	§ ZU¬� ¥j� ©���ã ¥ p ∈ M
¸�ä�n � _

p ¡
ùú8��§ Z M′ aE¥�Ë ù ¹&º µ&¶ (V, y1 . . . ym) a ïGð�¥ �7� ¡ �B  § � ¥KW�£&ÿE§ Z²¤ U = {q ∈ V | yi(q) =

0 (i > n)} f M ¥�¹�º µ:¶ a _ y1 . . . yn ¡ U
¸!�E��n�  ¡�¢ ¡ x1 . . . xn � Æ�y � _ x1 . . . xn f U »�¥�¹�º ¡¢¸�� ß ��� Z�U

M f<B�C�Ø ~�ý:þ æ/Ó��r§ ¥G°�_ V ¡ ç Ý ¸ V ∩ M = U ¡ �/  §tÛ Ü ¸ � Z�� � �e��E a�© Z�U
ª�«

ι : M → M′ f õ ¢ W n Ó�Ü Ý p ¥ M a�¥�Ë ù ¹�º µ�¶ (U, x1 . . . xn) � M′ a�¥�Ë ù ¹�º µ:¶ (V, y1 . . . ym)

(
È � Ý � ùBújf p

_ º�û f a > 0) a�ï&ð�¥ �:� ¡ ��  § � ¥-W5£�ÿb§ Z (
�  5.1)

U
1. U ⊂ V

2. yi(q) = xi(q) (q ∈ U, i ≤ n )

3. yi(q) = 0 (q ∈ U, i > n )�!� a U ′ = {q ∈ V | yi(q) = 0 (i > n)} � Xoy � _ U = U ′ W5ÈÊÉ Ë�Í � ��f�!  ¸�~ Ü Z�Ud`�  yi (i ≤ n) ¥ U

¼b¥ �E� W xi
¸�Ú�n � � � � »�¥ �&� ÜÏÝ Ç Ý	Ü!a�© Z�U

M W�B�C!Ø ~�ý:þ æ � Ý °�_ U f U = W ∩ M ( W f M′ ¥VÞ Õ�Ö ) ¥-Ü  &� a�© ZU��E� a V ¥ º�û a ¡ �~���çjy � Z�� � ¸ ÛBÉ _ V ⊂ W ¡ �B  §�Û Ü ¸ § Z�� �	W �FEKU�� ¥j� © V ∩ M ⊂ W ∩ M = U W5È×É Ë
Í U U ⊂ V ∩ M � Ö7��
 � U = V ∩ M ¡ ��Z�U ������ �

5.1. M′ ¥�ÞVØ ~:ý&þ æ�f M′ ¥!B�C�Ø ~&ý�þ æba�© ZU��B¸ M W M′ ¥Ø ~:ý:þ æba _ M ¥���¯
W M′ ¥���¯ ¸�Ú#n�Y�¥�°�_ M f M′ ¥VÞ-Ø ~�ý�þ æ�a�© Z�U���¥ ¡ ��
KU
à/á

5.7. M ¡ M′ ¥VØ ~GýGþ æ���§ ZKU h : N → M′ f ���d~ ¼�½ja h(N) ⊂ M ��§ Z�U � ¥ª� © ¼�½
g : N → M, g(p) = h(p) (p ∈ N) W-¨ ¯�ç�¥EZ W _ g W ���"� Ý °�_ g f �:��~ a�© Z�UG � °

M W M′ ¥�B�C�Ø ~:ý�þ æ � Ý ° g f �:� Ó�ÜªÝ g f �&��~ a�© Z�U
ªG« �¥ f �  5.4

¸�X ���
f = ι ( ι f M ÜªÝ M′ ¼b¥��E�!� . ) � n� ��Ö/¸ IH�§ Z Ü Ý _j��¥ ï7» É ¡ý ç�� � U

�®
5.8. M f M′ ¥�B�C�Ø ~&ý&þ æEa�© Z ��§ ZU N f M′ ¥�Ø ~:ý&þ æba _�Õ7Ö � n � N ⊂ M ab© Z ��§Z�U � ¥j� ©�_ N f M ¥�Ø ~�ý�þ æ�a�© Z�U®
5.9. M′ ¡ ý&þ æ�� ne_ M f Õ:Ö � n � M′ ¥Ø ~�Õ7Ö a _ ��J ¸Ð  ý:þ æ�a � © Z �	§ Z�U¬� ¥�� ©�_

M W M′ ¥�Ø ~�ý:þ æ��$K Z Û Ü K M »�¥ �:��~�Ñ�Ò f   Ü�Ó�Ü Á Í!a�© Z�U
ªG«

S i (i = 1, 2) ¡ M »�¥ ��ã ¥ C∞ L ¹�º µ:¶ x#�	§ Z�U M
¸

S i ¥¨E� Z�:��~�Ñ�Ò ¡�Ó ¥� ��&�!~�ý:þ
æ�¡ Mi � Æ �K��M Ãb§ Z�U"�tn � ¼:½ αi : Mi → M′ ¡E° ±FK * ( _ β : M1 → M2 ¡_Ù Ú ¼:½o��§ Z�Uç �

Mi W M ¥�Ø ~�ý�þ æFK�Ý °_ α1 f�N�O ~ a α1(M1) = M1 = M2
U

β f �:� Ó�ÜoÝ?¬� ¸ Û/É β f�N�O ~�U�ä�P:Ã ÜªÝ _ β−1 Q N�O ~ � �§Ü � ��W õ � � _�R�S�_ Ù Ú ¼:½ β f
O ~ �� U¬�¥ f M1 = M2 ¡ ãIT § Z�U �
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� @�A ; � ���! 
à�á

5.10. M′ ¡ m ��¯ ý:þ æ _ M ¡ M′ ¥�Ø ~�Õ7Ö �	§ Z�U M ¥ û ÷ p
¸Aäonr_

p ¡!ù�ú8�	§ Z M′
¸KX

Y�Z Ë ù ¹�º µ:¶ (V, y1 . . . ym) a
V ∩ M = {q ∈ V | yi(q) = 0 (i > n)} (7)

¡ �/  § Q ¥-W�© Z �	§ ZU�� ¥�� ©�_ M f M′ ¥�Ø ~ hti�� n � n ��¯ Ð  ý�þ æba _ Þ Õ:Ö (7) W p ¥ M¸VXbY�Z ¹�º µ:¶B¸ KcÉ _ xi
= yi|V∩M aV¨ ¯�ç�¥tZ ¡�¢ x1 . . . xn W	¹�º ¡�¢ ¡ é � Z�U��¥ ÝB¥�¹�º µ&¶ xtf M
¸ N�O ~�Ñ�Ò ¡�¨ ¯#ne_ M f M′ ¥�B�C!Ø ~�ý:þ æ ¸ K ZU

ªB«
M ¡ M′ ¥-Ø ~ h¬iª�BÔ � Z � _ (7) ¥ ÕGÖ (

��¥ ¡	ï�ð _ U ��§ Z ) f M ¥!Þ Õ�Ö ad© ZVU�U�n �
ϕ = (x1 . . . xn) � X�y � _ ϕ : U → Qn(a) fK���¼:½�a�© Z�U Û�ß � _ M f n ��¯ Ð  ý:þ æ�a�© Z�U
M å&æ�W � ¥bÛ Ü K�¹�º µ&¶ U a�V�W ¥dZU�Ub� a {(Va, y

1
a . . . y

m
a )}a ¡ �:� (7) ¡ �"  § M′ ¥�¹�º µ:¶ ¥ ÕÖ a _ Va W M ¡�X�Vd§ Z Û Ü K Q ¥�a�© Z � n%_�û�Y�Z a

¸ Í ��� Ua = Va ∩ M, xi
a = y

i
a|Va∩M (i = 1 . . .n)

� X#y{U¬� ¥j� © S = {(Ua, x1
a . . . x

n
a)}a f M ¥�¹�º µ:¶ xba�© ZU

S W C∞ L a�© Z�� ��¡ �[U Ü U (Va, y
1
a . . . y

m
a ) � (Vb, y

1
b . . . y

m
b ) ¥�© � Ó�¥�¹�º!Ù ö f

yi
a(q) = f i(y1

b(q) . . . ym
b (q)) (q ∈ Va ∩ Vb, i = 1 . . .m)

a�© Z�U¬�!� a f 1 . . . f m f<N�O ~ ¡¢ a�© Z�U
Û�ß �

xi
a(q) = f i(x1

b(q) . . . xn
b(q), 0 . . .0) (q ∈ Ua ∩ Ub, i = 1 . . . n)

� Æ�y� ��W!a ©�_ (Ua, x1
a . . . x

n
a) � (Ub, x1

b . . . x
n
b) ¥�© � Ó�¥�¹:º�Ù ö Q `5  N�O ~ a�© Zb� ��W ���§ç�¥� VU

§�K#W�\ S f C∞ L ¥�¹�º µ:¶ x�a�© Z�U� Ü n �
M
¸ f�N�O ~!Ñ�Ò WV¨ ¯�ç�¥dZ�U�� ¥�N�O ~!Ñ!Ò;¸ ¡ nr_ M W M′ ¥�Ø ~:ý:þ æ ¸ K Zb� ��f�¨ ¯

ÜªÝ Ç ÝrÜ!a�© � Ü U �®
5.11. M, M′ ¡ U�¥t»�¥ n �E¯ _ m �E¯ ý7þ æQ� n�_ f : M → M′ ¡ " �0� . �B§ ZVU�� ¥ � © f −1(p)

(p ∈ f (M)) f M ¥ (n − m) ��¯ Ô Ø ~�ý:þ æ�a�© ZU
ªG«

q ∈ f −1(p) ��§ Z � _ f f " �!� . ÓVÜªÝ _ q ¡�ù�ú#�	§ Z º�û W a ¥�Ë ù ¹:º µ�¶ (U, x1 . . . xn) � p ¡
ù�ú8�	§ Z º�û W a ¥�Ë ù ¹&º µ7¶ (V, y1 . . . ym) a f (U) = V, yi( f (q′)) = xi(q′) (i = 1 . . .m, q′ ∈ U) K Z Q ¥
W	£:ÿ�§ Z�U¬� ¥�� ©

f −1(p) ∩ U = {q′ ∈ U | x1(q′) = · · · = xm(q′) = 0} (8)

W�È É Ë"Í�Ü�Ý _ f −1(p) f�¨�µ 5.10 ¥ ��� ¡ ��]8n%_ M ¥ (n − m) �b¯j¥ Ô Ø ~&ý&þ æ8��K ZU (8) aK¨ ¯ç�¥jZ Þ Õ7Ö W q ¥ ` W=É�¥A¹&º µ7¶ ¡ _ ui
= xm+i|W aK¨ ¯cç�¥tZ ¡�¢ u1 . . . un−m W Ud� ab¥A¹�º ¡�¢ ¡ é� ZU

�
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6
0 2 4�5_^

6.1 êcëÀìa`cbedgf6h
ý&þ æ M ¥ û ÷ p

¸�U ¥A÷ ¸KX�Y�ZB[b\ Ñ¾Ò^] Xp ∈ Tp M ¡ ä�i�ç�
tZ�ä�i X ¥ � �-¡ M »�¥ CtDGF Hj � �§Ü U�õ � ö � Z � _ M »�¥ \ ÑcÒ^] � ��f�¼:½ X : M → T M a π ◦ X = idM ¡ ��  § Q ¥Va�© ZU\ ÑcÒ^] � X f�ï&ð�¥j� © p a Cr L a�© Z � õ W ¥dZ�¤ (U, x1 . . . xn) ¡ p ¥�¹�º µ:¶ �r§ ZU¬� ¥�� ©
Xq =

n∑

i=1

ξi(q)
(
∂

∂xi

)

q
(q ∈ U)

� Æ�Y�Z W _ ¡�¢ ξi (i = 1 . . . n) W!§ ´ � p a Cr L ¥j� ©�_ X f p a Cr L a�© Z � ��Ü U���¥ f p ¥�¹:º µ¶ �2¹�º ¡�¢ ¥ � É ù/¸�ú ÝgK � UFU�¥ f Xq ¥�È ~ ¥Ù ö W
ξi(q) =

n∑

k=1

∂xi

∂x′k
(q)ξ′k(q)

a é � Ý ¥dZ�� ��Ü Ý Ç ÝrÜ�a�© ZU���j� �
6.1. X f p a Cr L a�© Z ⇐⇒ ¼&½ X : M → T M W p a Cr L a�© Z�U

\ ÑcÒ^] � X � N�O ~ ¡�¢ f
¸�äÏn%_

X f ¡
(X f )(p) = Xp f

aV¨ ¯�ç�¥dZ M »�¥ ¡�¢ �	§ Z�Uq �
6.1. X W Cr L a�© Z5  ��¥ üKý ��~���� f _{��ã ¥ f ∈ C∞(M)

¸�äon �
X f W Cr L �$K Z�� ��a�© Z�U`� 

X = 0 a�© Z5  ��¥ ü�ý ��~��&� f ��ã ¥ f ∈ C∞(M)
¸�ä�n �

X f = 0 �<K Zb� �	a�© Z�U
ªG«

p ∈ M � n%_ (U, x1 . . . xn) ¡ p ¥�¹:º µ:¶ �	§ Z�U X ¥�È ~ ¡¢ ¡ ξi � X#y �
(X f )(q) = Xq f =

n∑

i=1

ξi(q)
(
∂ f
∂xi

)
(q) (9)

X W Cr L K�Ý °�_ ¨ ¯;¸ Û/É ξi f�§ ´ � p a Cr L a�© Z�U�� ¥j� © (9) Ü Ý X f f p a Cr L a�© Z�� �	W
W�Ü Z�U`5 

X = 0 K Ý ° X f = 0 f Ç Ý	Ü U� ¡ �
U Ü U���ã ¥ ¡�¢ f ∈ C∞(M)
¸�äÏn �

X f W�Í�� ¸ Cr L �r§ Z�U p ¥ µ&¶ W(⊂ U) � ¡�¢ f i ∈ C∞(M)

W	£:ÿ n � f i|W = xi|W W	È×É ËGÍ (i = 1, . . . , n)
U5¿ ¨�ÜªÝ X f i fV§ ´ � Cr L U � ��� W

(X f i)(q) =
n∑

k=1

ξk(q)
(
∂ f i

∂xk

)
(q)

=

n∑

k=1

ξk(q)
(
∂xi

∂xk

)
(q)

= ξi(q) (q ∈ W, i = 1 . . . n)

Ó�ÜÏÝ û ξi f p a Cr L a�© ZU Û�ß � X f Cr L a�© Z�U`5 ���ã ¥ f
¸�äon �

X f = 0 K�Ý ° ξi
= X f i

= 0 a X = 0 �$K Z�U �
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ï�ð�aEf C∞ L \ ÑcÒc] � Ó Y ¡�Ô � Z�U#k ��� CdDGF H j � õ � °_ C∞ L \ ÑcÒ·] � ¡ ã[T § Z�� � ¸
§ ZU

M »�¥�N�O ~�\ ÑcÒ·] � å&æt¥ Õ&Ö ¡ X(M) � Æ�y U
X(M)

¸ fj°p± ¸ R »�¥ \ Ñ¾Ò ]�hji�¥ Ñ�Ò WVÓ Z�U
g�f�ï&ð�a�l ´tZ Û Ü ¸ X(M) f R »�¥nm$o�� ¢ ¸ K Z�U��ã ¥ ¡�¢ f ∈ C∞(M) � X ∈ X(M)

¸�äon � \ Ñ¾Ò·] � f X ¡ ( f X)p = f (p)Xp a-¨ ¯ § Z � f X Q `�  N
O ~ a�© Z�U¬� Ü n � X(M)

¸ f C∞(M) »�¥�p�qj¥ Ñ�Ò Q Ó Z�U

6.2 `cbedrf6htsvu�wIxzy
\ Ñ¾Òc] � ¥{m$o�� ¢ ¡<l ´jZ � ¸_:è&¦�ç�¥dZ � ¢ ¥ ¦�| �2}�~�¡<��µ n � l ´ � X�� Ü U ï�ð�a K f��ã ¥�N ö æ�� n � Û � U
�g����"��F�!� � ; � ��� K »�¥ \ ÑcÒ·]Khji A

¸����
(x, y) 7→ xy WV¨ ¯�ç�¥ ���K� _
U	¥ W x, y ¥�× ù¸ Í �K� K-

J!L ¥t� ©�_ A ¡ K %!P ��� `	  f K- � ¢ � SKTKU0��� W ç Ý ¸
1. (xy)z = x(yz) ¡�Í�� ¸���  §ª� ©	_ A ¡r���[� ���
2. xy = yx ¡AÍ�� ¸��"  §ª� ©	_ A ¡ k Á ���
3. x2

= 0, x(yz) + y(zx) + z(xy) = 0 ¡AÍ�� ¸��"  § � ©�_ A ¡I��� ���
� S!T�U�  Ó n A W�m$o�� ¢ ¥j� © f _ x � y ¥ ' f [

x , y
] � Æ Ü ¥EZ ¥�W��#�Ea�© Z ( ��� � � S&°�¥dZ )

U
° Ç K�� ¢ � n �0� \ Ñ¾Ò·]Khti A = {0} W�© Z�U �¥ ¡�ï&ð _0� ��� � S�T�U � � ¢ W7» ¸ l ´�  � ¢ ¥�0�I� m�oV§ ´ � ¸��on ��� Zb� ��f Ç�� a�© Z�U
K °2�bW K »�¥�� ¢ a�© Z�U¬��¥ f R:Ö"Û a�N ö a�© ZU
A, A′ ¡ K »�¥� ¢ ��§ Z � _ K-

J�L ¼&½ ϕ : A → A′ f ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) ¡AÍ�� ¸��/  § � © K-
��� P ��!� � �§Ü U wd��� ϕ f * (t¥j� ©0� &�P �!� _ ×�(�¥j� © �!� � S:°	¥dZ�U

K- � ¢ ¥ K-
J!L Ø ~ hji A1 f _ A ¥ ��� a Ô � ��� Z � ©B_ A ¥ ��� ¡B«�ÓE§ Zb� ��a `�  K- � ¢ ¸ KZ�U � ¥j� © A1 ¡ A ¥ K-

; � ��� � SKTKU
�������I�� �¡0��� � ¢ A

¸!���b*�Ð ¯ e W�© ZB�7Ö f A
¸

e ¡�¢ Y:  Q ¥ (A, e) ¡VÔ � � _Ï��¥ ¡ ����F�� !¡���� � ��Ü UG  Ó nr*KÐ ¯ e f Á5ã/¸à�`!Z Ü Ý (A, e) f���£tf A � Æ Ü ¥�_ e ¡<¤ 
 � X�y{U
A, A′ ¡ U�¥b»	¥!*KÐ ¯ e, e′ ¡ Q Í K � ¢ �r§ ZU K � ¢ ¥�wd��� ϕ : A → A′ W ç Ý ¸ ϕ(e) = e′ ¡ ��  §

K¬Ý ° ϕ ¡ �!���F�� �¡ K-
��� P ���!� � SKT�U

� ¢ A
¸-*KÐ ¯ e W�©Eß � Q e = 0 a�© ¥�°_ A f � � ¢ a�© Z�U

m$o�� ¢ f *�Ð ¯ e ¡ Q � f e = [ e , e ] = 0 a�© Z ÜªÝ � � ¢ a�© Z�U*�Ð ¯ e ¥!© Z � ¢ A
¸Aäon � _ ¼:½ α : K → A, α(c) = ce f *�Ð ¯�¡ Q Í K- � ¢ ¥wd�-�bab© ZU A W� � ¢ a�K Y�¥G°_ α f A ¥�ù¼b¥����ba�© Z (K W�æ"ÓKÜªÝ )

U
� ��� ����" ��� �!� A ¡ K »�¥ R:Ö � ¢ �	§ Z � ©�_ A ¥ ��ã ¥�¥�¯ x, y ¥�¦�§ ' ¡

[
x , y

]
= xy − yx

a�¨ ¯ § ¥G° A f K »�¥¨m<o�� ¢ ¸ Q K ZU¬� ¥©m�o� ¢ ¡ Q ��¥ R�Ö � ¢ � M Ã n � (A)Lie � Æ�y-� � ¸§ ZU
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�g��� P��!� " ��� ��� F ¡ ��ã ¥ K- � ¢ �	§ Z�U ï7ð�a f , g, . . . f F ¥¯j¡ , § U
K-
J!L ¼:½ D : F → F f

D( fg) = (D f )g + f (Dg)

¡�Í!� ¸��"  § � © F ¥ K-��� (derivation) � S&°�¥dZU O ~B¸ Í ���
1. 0 ( 0( f ) = 0) f K- O ~
2. D1,D2 W K- O ~ K Ý °�_!��ã ¥ c ∈ K

¸�ä�n �
D1 + cD2 f K- O ~

3. D1,D2 W K- O ~ K Ý ° [ D1 , D2 ] = D1D2 − D2D1 f K- O ~
W	È×ÉÌËGÍ U
Í ` É F ¥ K- O ~ å&æt¥ Õ&Ö Der(F) f K »�¥¨m�o�� ¢ ¸ Kdß ��� Z�U
F ¥ F °2��¼E¥ K-

JKL ¼&½�å&æt¥	Í yBZ K-
R�Ö � ¢ ¡ LinK(F) � Æ�y � ©�_ Der(F) f _ K »�¥¨m<o�� ¢

(LinK(F))Lie ¥ K- Ø ~ � ¢ a�© ZU
F W *�Ð ¯ 1′ ¡ Q Í8� ©_���ã ¥0O ~ D

¸5äGn �
D(1′) = 0 at© Z�U gnª _ 1′ = 1′1′ Ó�Ü8Ý D(1′) =

D(1′)1′ + 1′D(1′) = D(1′) + D(1′)
U ��� ¸

D(1′) = 0
U

� ���
� k Á �!� PB�!� F W R:Ö�Û¨« N ö � ¢ ¥ ��ÖB¸ f ç Ý ¸ f ∈ F � D ∈ Der(F)
¸�äon �

f D : F → F

¡ ( f D)h = f (Dh) � ¨ ¯ § Z�� �	a f D W `5  O ~B¸ K ZU
f (D1 + D2) = f D1 + f D2, ( fg)D = f (gD), ( f1 + f2)D = f1D + f2D W:Í�� ¸ ÈÊÉÌË�Í U F W *�Ð ¯ 1′ ¡ Q Í�:ÖB¸ f ç Ý ¸ 1′D = D W5ÈÊÉ Ë�Í U
§�K0W�\ F W K »�¥ R�Ö/Û¬« N ö � ¢ a *VÐ ¯ 1′ ¡$�§ Z � ©�_ F ¡$N ö�® � .bZ�� ��W!a ©�_ � ¥�� ©

Der(F)
¸ f F- p�qj¥ Ñ!Ò W�Ó ZU F- p�q8� n � ¥ Der(F) f Q �¥ K-

\ ÑcÒc]�hti¬� n � ¥ Der(F) ¥ Ñ�Ò
� � Ëb§ Z�U §�K#W�\ ��ã ¥ c ∈ K

¸�äon �
c′ = c1′ � Æ�y K¬Ý ° cD = c′D W�Í�� ¸ ÈÊÉhË�Í U

F W R:Ö"Û¯« N ö � ¢ ¥ �:Ö/¸ f
[

f D1 , gD2
]
= fg [ D1 , D2 ] + f (D1g)D2 − g(D2 f )D1

W�Í!� ¸ ÈÊÉÌËGÍ U Der(F) ¥�¦�§ ' [ D1 , D2 ] f�× F-
J �ba�K � � � ¸�'�ãon � X�� Ü U

��CtDQF H j P8��� ��� � Û � Ûg°�± ¸ Ó Z�U X ∈ X(M)
¸�ä�nr_ ¼7½ DX : C∞(M) → C∞(M) ¡ DX( f ) =

X f aK¨ ¯ § Z � DX ∈ Der(C∞(M)) WK��  ¸�� Ü��ªÝ ¥tZUFUjn � ä�i Ω : X ∈ X(M) 7→ DX ∈ Der(C∞(M))

f R-
J!L ad© Z-U Ω WK×�(taE© Zd� � Q ��  ¸-� Üb�ªÝ ¥!_ Ω f X(M) ¥ Der(C∞(M)) ¼t¥ R-

J�L �V� ¸
K ZUUj� a Der(C∞(M)) ¥{m�o-� ¢ � n � ¥ Ñ�Ò (

���
) ¡ Ω ¸ Û¨É X(M)

¸�² §�KÏÝ ° X(M) Q `�  R »b¥
m�o� ¢ ¸ KcÉ _ Ω f{m�o�� ¢ ¥K��#�$K Z�U D f X = f DX Ó�ÜÏÝ Ω f C∞(M)- p�qt¥K���ba Q © Z�Uý § Z�¸ X, Y ∈ X(M) ¥�¦�§ ' [ X , Y ] f D[ X ,Y ] = [ DX , DY ] aK¨ ¯cç�¥tZ ¥�ab© ZU ¨ ¯ ÜÏÝ Ç Ý	Ü�K
Û Ü ¸

[ X , Y ] h = X(Yh) − Y(Xh) (h ∈ C∞(M))

W�£ ¸ ÈÊÉÌËGÍ U
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��CdDGFRH j "e$K&
M, M′ ¡ ý:þ æ _ f : M → M′ ¡�N�O ~ ¼&½o�	§ Z�U M »�¥ \ ÑcÒ ] � X � M′ »�¥ \

ÑcÒ·] � Y ¥K© � Ó ¸
f∗Xp = Y f (p) (p ∈ M) (10)

¥ ¡�+ W�© Z � ©�_ X � Y f f -
�$³ ¸ © Z � ��Ü U h ¡ M′ »�¥�N�O ~ ¡¢ ��§ Z �

( f∗Xp)h = Xp( f ∗h) = (X( f ∗))(p)

Y f (p)h = (Yh)( f (p)) = ( f ∗(Yh))(p)

W	È×ÉÌËGÍ!ÜªÝ _ (10) f õ � ö � Z �
X( f ∗h) = f ∗(Yh) (h ∈ C∞(M′)) (11)

� ��Ü � �	a�© ZUq�´
6.2. X � Y W f - ¡+ ¸ © ¥"°�_ λX � λY f f - ¡�+ ¸ © ZU¬��� a λ f ��ã ¥�g ¢ a�© Z�U X1, X2 W U¥b»	¥

Y1, Y2 � f - ¡�+ ¸ © ¥�°_ X1 + X2 � Y1 + Y2
_

[ X1 , X2 ] � [ Y1 , Y2 ] f f - ¡�+ ¸ © Z�U
ªG«

(10)
`5  f (11) ¡ è � ° ��  ¸�É�Ç a ©�Zb� �<K�¥-a#µ�>tf Ê�Ë/¸�¶ � ZU �

f : M → M′ W#O ~ ���¥ �7Ö!_ X ∈ X(M)
¸Aäon �

(10) f M′ »�¥ \ Ñ|Ò^] � Y ¡B¨ ¯#n ��� Z ÜÏÝ _ X

� f - ¡�+ ¸ © Z M′ »�¥ \ Ñ�Ò·] � f � ¥ Y Ó Y a�© Z�U�UE� a Y ¡ f∗X � ÆQy U f∗X ¥�N�O ~�Ã f
( f∗X)h = (X( f ∗h)) ◦ f −1

ÜªÝ Ç ÝrÜ!a�© ZUq�´
6.3. f : M → M′ ¡<O ~ �-��	§ Z�UK��ã ¥ X, Y ∈ X(M)

¸�äon �
f∗(X + Y) = f∗X + f∗Y,

f∗(λX) = λ( f∗X) (λ ∈ R),

f∗ [ X , Y ] =
[

f∗X , f∗Y
]

W	È×ÉÌËGÍ U
ªG«8�  6.2 Ü Ý Ç ÝrÜ U �

�������! %�P CdD8FIH j M2 »�¥ \ ÑcÒ·] � Y
¸�äon

M1 × M2 »�¥ \ Ñ¾Ò^] � Ỹ ¡
Ỹ( p , q ) =

(
ι2,p

)
∗
Yq (( p , q ) ∈ M1 × M2) (12)

aV¨ ¯ § Z�U Y ¡ q ¥�¹�º µ:¶ (V, y1 . . . ym) a	¹�º ,!��n � .�Z �
Yq′ =

m∑

i=1

ηi(q′)
(
∂

∂yi

)

q′
.

Û�ß � (p, q) ¥�¹:º µ�¶ (U × V, x̃1 . . . x̃n, ỹ1 . . . ỹm) abf
Ỹ( p′ , q′ ) =

m∑

i=1

ηi(q′)
(
∂

∂ỹi

)

( p′ , q′ )

=

m∑

i=1

ηi ◦ π2(p′, q′)
(
∂

∂ỹi

)

( p′ , q′ )
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ηi ◦ π2 f!N�O ~ ¡�¢ Ó�ÜªÝ Ỹ f�N�O ~�\ Ñ¾Ò·] � a�© Z�U ¨ ¯ ÜÏÝ Ç Ý�Ü ¸ Y � Ỹ f ��ã ¥ p ∈ M
¸�ä#n

ι2,p- ¡�+ ¸ © Z�Uq�´
6.4. M1 × M2 »�¥ ��ã ¥ ¡�¢ F �z÷ p ∈ M1

¸�äone_
M2 »�¥ ¡¢ fp ¡

fp(q) = F(p, q) (q ∈ M2)

aV¨ ¯ § Z � _
(
Y fp

)
(q) =

(
ỸF

)
(p, q) (p ∈ M1, q ∈ M2)

W	È×ÉÌËGÍ U
ªG«

fp = (ι2,p)∗F ÓKÜ Ý
(
Y fp

)
(q) = Yq fp = Yq

(
(ι2,p)∗F

)
=

((
ι2,p

)
∗
Yq

)
F

= Ỹ( p , q )F =
(
ỸF

)
(p, q)

�

6.3 `cbedrf6htsI·Àì¹¸Fº î¼»�½¹¾8¿�wÁÀ�Â6Ã:ÄÁÅÇÆ
È�É
ÊÁËÍÌ j
Î�Ï�ÐIÑ!Ò

R ¥!Ó R Ø�Ô�Õ�Ö ¡�×�Ø�Ù�Ú�Û�ÜIÝ Q�Þ�ß�à M á�K�â�á ( ã�ä )
Ñ!Ò Ý!Ú M�å I âæ

M á#K�â�ç�á�Ó�è�é�ê γ : I → M áFë�Ý�Ý�ì�í�îFï à
I ð�ñ�ò å Ýgî�ï à�ó�ô γ : I → M Ú�×�Ø�áIÝ�õ�ö�÷FøÇùûú0ü X á Ï�ÐIÑ<Ò Ù�ý�ï
Ý�þ¨ÿ�� γ Ú ��� Ô�Ù

γ∗

(
d

du

)

t
= Xγ(t)

�����
	��� î�ï à
ë���Ú�×�Ø 	���� Ù�ý�ï��

d f (γ(t))
dt

= Xγ(t) f ( f ∈ C∞(M))

γ(I)
�

M á�������� U
	���� �
ï$ü�ÖIÚ x1, . . . , xn ð U ��á����! #":Ý�$&%0ö�' 	��(� Ù�ý�ï à

dγi(t)
dt
= ξi(γ(t)) (i = 1, . . . , n) (13)

ë�ë�Ù γi(t) = xi ◦ γ(t) Ý*)�þ�+ à ξi Ú X á � Ô�Ù�ý�ï (X =
∑

i ξ
i(∂/∂xi)) à

(13) Ú γi(t)
�-, � Ô�.�/�0�1

ẋi
= ξi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . , n)

á�2�Ù�ý�ï�ë�Ý�ð#3545$#%�þ�ï à
$�+ �56 %!758:9 æ �
+ , � Ô�.�/�0
á�2
á�;�<�ì�=�â æ ×�Ø�á�>�? � +�@�A 	CB â��Fï à

D�E
6.5. t0 ∈ R Ýgî�ï à X ∈ X(M) Ý p ∈ M

	�F $#%-G�H�I�J
γ(t0) = p (14)

ð#K5+#î X á�L�Ô ó�ô γ : I → M
� ;�<�î�ï à �!M G�H�I�J{ð#KN+#î X á�O � á�L�Ô ó�ô Ú!ì�í�PIá�Q�R�S

Ô�Ù-T�$<þ à
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X á�L�Ô ó�ô�UWV�ß á<Õ�ÖIá�X0â�á�Y�Z\[
ð X á#]�^ Ï�Ð[Ñ�Ò Ý<þ¨ÿ à
_W`

6.6. G�H�I�J (14) ð#K5+0î X á�Y�Z�L�Ô ó�ô γ
��acbW� ;�<�îFï àed $&% (14) ð#K5+0î X á�L�Ô ó�ô

Ú�î�f�% γ
	���� �
ï à

g
h
{ γa } ð&G�H�I�J (14) ð&KN+#î X á�L�Ô ó�ôWU�V�ß â æ � ï<Õ�Ö8Ý�$2ö γa Ú�ñ�ò å Ia Ù0ì�íji���%�þ�ï

ÝgîFï à ë�áIÝ�õ
I =

⋃

a

Ia

Ú t0 ð �ek ñ�ò å Ù�ý�ï à é�ê
γ : I → M, γ(t) = γa(t) (t ∈ Ia)

Ú well-defined Ù�ö�l�Újm:G�H�I�J (14) ð&KN+#î X á�L�Ô ó�ô Ù�ý�ï à γ′ ð X á�L�Ô ó�ô Ù0ö γ ⊂ γ′ @nÝrî
ïFÝ γ′ ÚCG�H�I�J (14) ð�Ke+0î�â æ γ á�ì�í 	 7Nm�ö γ′ ⊂ γ ö γ = γ′ ÙWX�n��eo�X æ X�þ à 7 6 % γ Ú X á
Y�Z�L�Ô ó�ô Ù�ý�ï à ë�ÿ�$&% (14) ð&K!+0î X á�Y�Z�L�Ô ó�ô á�;�< �cpNq i��\+ àed á b 3Wr
Ú γ á�ì�í
â æ q æ â�Ù�ý�ï à ì�=[á�s�t[áCuev�w γ á!ì#í�â æ q æ â�Ù�ý�ï à �

X á�L�Ô ó�ô γ : I → M Ý t0 ∈ R
	�F $�ö γt0 : I − t0 → M ð

γt0 (t) = γ(t + t0)

Ù0ì�í�î
ï à îFï
Ý γt0 w � + X á(L�Ô ó�ô Ù�ý�ï à (t0, γ) 7→ γt0 Ú�ö X á(L�Ô ó�ô�x�y á�Õ�ÖIá�� 	�z�{�|
R
��}�~ $#%�þ�ï
Ý��[ï�ë�Ý � Ù
õ0ï à ë�á }�~5	 )�þ�% ó�ô á�ý#þ�@�á�� �  ��
Ú�����Ù�ý�ï!â æ ö�Y�ZeX
L�Ô ó�ô Ú�Y�ZNX�L�Ô ó�ô 	 éjiC�
ï�ë�Ý � Ô�â�ï à
i�%

D�E
6.7. γ : I → M ð�G�H�I�J γ(0) = p ð�KN+�î X á�Y�Z�L�Ô ó!ô Ýrî�ï à t ∈ I, q = γ(t) Ý�$�ö γ′ : I′ → M

ð#G�H�I�J γ′(0) = q ð#K5+0î X áCY�Z�L�Ô ó�ô Ýgî�ï à î�ï
Ý
1. s ∈ I′ ⇐⇒ s + t ∈ I Ù0ö{ë�á[Ý�õ γ′(s) = γ(s + t)

�c�� à
2. −t ∈ I′ Ù γ′(−t) = p

�-�� à
g5h

γt : I − t → M Ú�GWH�I\J γt(0) = γ(t) = q ð�K�+�î X á�Y�Z\L�Ô ó0ô @#â æ b 3\r 	 7�m I′ = I − t,

γ′ = γt
�c�� à ë�ë�â æ�� b áC>�?IÚ qe� à� O[á�>�? 	  N$#%�Ú�ö 0 ∈ I @#â æ −t ∈ I′ Ù�ö
γ′(−t) = γt(−t) = γ(t − t) = γ(0) = p.

�

È����5���-�W����������� , � Ô�.�/�0[á�ì�=6Ý �(�!	 ×�Ø�á�ì�= �-�� î�ï à
_W`

6.8. ÷Fø�ù ú#ü X
���5� æ �
+[Ý�õ$ö�� p ∈ M

	�F $&% γp : Ip → M ð#G�H�I�J γp(0) = p ð�KN+0î X

á�Y�Z�L�Ô ó�ô Ý�î�ï à R × M á�S�Ô�Õ�Ö Φ Ý2é�ê ϕ : Φ→ M ð
Φ = {(t, p) | t ∈ Ip},
ϕ(t, p) = γp(t)
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Ù�ì�í�î�ï à ë�á[Ý�õ
1. ϕ(0, p) = p,

2. (t, p) ∈ Φ, (s, ϕ(t, p)) ∈ Φ X æ o (s + t, p) ∈ Φ,

3. (t, p) ∈ Φ X æ o (−t, ϕ(t, p)) ∈ Φ,

4. (t, p) ∈ Φ, (s + t, p) ∈ Φ X æ o (s, ϕ(t, p)) ∈ Φ,

5. (t, p) ∈ Φ, (s, ϕ(t, p)) ∈ Φ, (s + t, p) ∈ Φ X æ o ϕ(s, ϕ(t, p)) = ϕ(s + t, p),

6. Φ Ú0ñ�Õ�Ö�Ù�ö ϕ : Φ→ M Ú C∞ � ö
7. Φp = {t ∈ R | (t, p) ∈ Φ} Ú 0 ð �\k R á�Ó���ñ�Õ�Ö ( ����á ~�  Ù�Ú�ñ�ò å ) Ù�ý�ï à

g
h ¡
Φ Ú�ñ�Õ�Ö�Ù�ö ϕ : Φ→ M Ú C∞ ��¢ á�S�ÔN@�n�ð pNq $�7�ÿ à�£ Ú(l�i\$<þ�á�Ù¥¤�¦ 	�§\� ï à

Φ
′(⊂ Φ) Ú�×�Ø�á�I�J¨ð&KN+#î Φ á�¨ (t0, p0) á�Õ�Ö�ÝgîFï�� δ > 0 Ý p0 á���� V

� ;�<�$&%
1. Ω = { t | |t − t0| < δ } × V ⊂ Φ, ( î�Xc©eA (t0, p0) Ú Φ áWª&¨ )

2. Ω �#Ù ϕ Ú C∞ ��à
Φ
′
= Φ ð&« d ÿ à (t0, p0) ∈ Φ Ý�$2ö t0 ≥ 0 Ý�¬�ì (t0 < 0 á�ü�Ö
Ú� ) à

(t0, p0)
� ������� 	���� �
ïFÝ�õ0Ú�ö , � Ô�.�/�0[á\758:9 æ �\+!ì�= 	 75m (t0, p0) ∈ Φ′ Ù�ý�ï àbc® á�ü�Ö�ö
ò å [0, t0] á�Ô�¯ 0 = τ0 < τ1 < · · · < τn = t0

� ý 6 %�ö�� i = 1, . . . , n
	�F $ γp0 ([τi−1, τi])

� �
���W� 	���� �Iï�â æ ö���°�'[á(>�?{ð#«e±eo�þ�þ²� (t1, p0) ∈ Φ′, (t2, ϕ(t1, p0)) ∈ Φ′ X æ o (t1 + t2, p0) ∈ Φ′

Ù�ý�ï à ×�Ø�Ú d á peq Ù�ý�ï à
p1 = ϕ(t1, p0), p2 = ϕ(t2, p1) Ý*)³8�Ý2ö�¬�ì�â æ δ > 0 Ý p1 á���� W

� ;�<�$&%
Ω2 = { s | |s − t2| < δ } ×W ⊂ Φ

Ù�ý´m�ö ϕ Ú Ω2 �0Ù C∞ à i æ 	 δ1 > 0 Ý p0 áC��� V
� ;�<�$#%

Ω1 = { u | |u − t1| < δ1 } × V ⊂ Φ

Ù�ý´m�ö ϕ Ú Ω1 Ù C∞ à
ϕ á Ωi çFá�µ5¶�ð ϕi Ý¸·Çë�ÿ ( i = 1, 2 ) à ϕ1(t1, p0) = p1 Ù ϕ1 Ú�Ó�è�Ù�ý�ï�â æ ϕ1(Ω1) ⊂ W Ý¸¬�ì�$�%�w
7!þ à

Ω = { t | |t − (t1 + t2)| < δ } × V

Ý*)³8 à (t, q) ∈ Ω X æ o
(t1, q) ∈ Ω1(⊂ Φ),
ϕ(t1, q) = ϕ1(t1, q) ∈ W,

(t − t1, ϕ(t1, q)) ∈ Ω2(⊂ Φ)

�-� m 
� à�¹ �W	
(t, q) = ((t − t1) + t1, q) ∈ Φ

Ù�ý�ï à î�Xc©eA Ω ⊂ Φ àNd $&%
ϕ(t, q) = ϕ(t − t1, ϕ(t1, q))

= ϕ2(t − t1, ϕ1(t1, q))
((t, q) ∈ Ω)

�-� m 
� à ϕ1, ϕ2
�

C∞ � @#â æ ë�ë<â æ ϕ Ú Ω �#Ù C∞ � Ý�Ô�â�ï à �
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��á�ì�=�Ù0ì�íjiC�e+�é�ê ϕ : Φ → M ð#º�·�Ù�Ú ÉFÊÁËÍÌ�»
X ¼´½�¾&¿�À5Á\Â M

Î ���!���-�
�����W�
�c� Ý Þ#ß#àb�®!	

M á ���5���c������������� Ý�Ú<é�ê ϕ : Φ→ M Ù-'IáCI�J¨ð#KN+#î!w�á�ð�þnÿ��
1. Φ Ú R × M á0ñ�Õ�Ö�Ù�ý�ï à
2. ϕ Ú C∞ � Ù�ý�ï à
3. Ã�3Iá p ∈ M

	�F $&% Φp = {t ∈ R | (t, p) ∈ Φ} Ú 0 ð �
k R á<Ó���ñ�Õ�Ö ( ñ�ò å ) Ù�ý�ï à
4. ϕ(0, p) = p,

5. (t, p) ∈ Φ, (s, ϕ(t, p)) ∈ Φ, (s + t, p) ∈ Φ X æ o ϕ(s, ϕ(t, p)) = ϕ(s + t, p).

ì�í�Pnð q «�$C+#þ�+�ÄÆÅÈÇ�É�Ê�ËWÌ&°�Í���Î | ð�×�Ø�ö (Φ, ϕ), (Φ′, ϕ′) T6Ý�·Æ8 à Φ ⊂ Φ′ â � Φ �#Ù ϕ = ϕ′

áIÝ�õ�ö (Φ, ϕ) ⊂ (Φ′, ϕ′) Ý�·¥8 à
M áÏÅÐÇ!É�Ê�ËWÌ#°�Í���Î | (Φ, ϕ)

���N� æ �
+[Ý�õ$ö�÷Iø©ù ú#ü X ð
Xp f =

[
d f (ϕ(t, p))

dt

]

t=0

Ù�ì�í�î�ï�ë�Ý � ÙFõ#ï à ë�ë�Ù p ∈ M, f ∈ C∞(M).

X Ú C∞ � Ù�ý�ï à-ÑNÒ ö δ > 0 Ý p á���� U
� ;�<´$&%

Ω = {t | |t| < δ} × U ⊂ Φ.

�N� æ �\+� �" f
	�F $2ö g : Ω→ R, g(t, q) = f (ϕ(t, q)) Ú C∞ �  �"�Ù�ý�ï àed $&%

(X f )(q) = Xq f =
[
d f (ϕ(t, q))

dt

]

t=0
=
∂g

∂t
(0, q)

@0â æ X f Ú C∞ ��à
��Ù�ì�íÓiC�\+0÷FøÇùûú0ü X ÚÔÅÕÇ5É�Ê�ËWÌ�°�Í���Î | (Φ, ϕ) á�Ö5×CØ ��� Ý Þ o-��%�þ�ï à

D�E
6.9. X ðÙÅÕÇ�É�Ê�ËeÌ�°�Í���Î | (Φ, ϕ) á�Ú5¶-Û���Î:Ý<î
ï à ë�ánÝ0õ$ö�Ã�3ná p ∈ M

	�F $�% ó�ô
γp : Φp → M, γp(t) = ϕ(t, p) Ú X á�L�Ô ó�ô Ù�ý�ï à îWXc©
A�Ã�3[á f ∈ C∞(M)

	�F $
d f (γp(t))

dt
= Xγp(t) f

� î�f�%�á t ∈ Φp Ù �� î�ï à
geh

q = γp(t) Ý&)³8 à ¬�ì�â æ ö�Ü�Ô�Ûji�þ δ > 0
	(F $rö {s | |s| < δ} ⊂ Φq, {t + s | |s| < δ} ⊂ Φp

�-� m � à |s| < δ Ý�î�ïFÝ
ϕ(s, q) = ϕ(s, ϕ(t, p)) = ϕ(t + s, p).

7 6 %
Xq f =

[
d f (ϕ(s, q))

ds

]

s=0
=

[
d f (ϕ(t + s, p))

ds

]

s=0

=
d f (ϕ(t, p))

dt
=

d f (γp(t))
dt

�
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D�E
6.10. (Φ, ϕ), (Φ′, ϕ′) ð M áÔÅÕÇ�É�Ê�Ë\Ì#°�Í���Î | Ý�$�ö X, X′ ð d �
Ý-��á�Úe¶�Û���Î:ÝgîFï à ë�á

Ý�õ
Φ ∩ Φ′ �#Ù ϕ = ϕ′ ⇐⇒ X = X′.

g
h
=⇒ Ú!ì#í�â æ�Þ q Ù�ý�ï à

⇐= Ú�L�Ô ó�ô á b 3�r ( ì�í�PIá�Q�R�S�Ô�Ù�T³$$þnÝ<þ¨ÿßr�à )
	 7#ï à �

_W`
6.11. ÷
øÇùûú0ü X á Þ�á�â � î�ï M áãÅÕÇ�É�Ê�ËWÌ#°�Í���Î | (Φ, ϕ) Ú X ð#ÚN¶�Û���Î 	 w � M á

ÅÐÇ�É�Ê�Ë
Ì�°�Í���Î | xWy á�Õ�ÖIá�X�â�Ù�á�ä�Z
[�Ù�ý�ï àed ��ÚåÅ�Ç�É�Ê�Ë\Ì�°�Í���Î | x�y á!Õ�Ö[á
X#â�Ù�á�Y�Z ( æ�ç��\è�á ) [�Ù�ýjm ö X ð�Ú
¶(Û���Î 	 w � X0â�Ù�Ú acb á�Y�Z\[�Ù�ý�ï à
g
h

(Φ, ϕ) ð X á Þ�á#â � î�ïÙÅÈÇ�É�Ê�ËWÌ�°�Í���Î | ÝgîFï à (Φ, ϕ) á�Úe¶(Û���Î[Ú X
	 £ X æ X�þ à�Ñ

Ò ö p ∈ M
	�F $#% γp : Φp → M, γp(t) = ϕ(t, p) Ú d w d w!á!ì�í�â æ X á�L�Ô ó�ô X�á�@0â æ

Xp f =
[
d f (ϕ(t, p))

dt

]

t=0
.

(Φ′, ϕ′) ð X ð�Ú5¶-Û���Î 	 w � Ã�3[áÆÅéÇ�ÉWÊ�Ë\Ì�°�ÍW��Î | Ý�îIïIÝ�ö γ′p : Φ′p → M, γ′p(t) = ϕ′(t, p) Ú
G�H�IWJ γ′p(0) = p ð#K�+�î X á(L�Ô ó�ô Ù�ý�ï à γp á�ä�Z�rFâ æ Φ′p ⊂ Φp, γ′p ⊂ γp. p Ú�Ã�3ná(¨!@#â æ
(Φ′, ϕ′) ⊂ (Φ, ϕ) Ù (Φ, ϕ) ÚCä�ZW[�Ù�ý�ï à ì�=Iá�êÆm�á�u
v�Ú q æ â�Ù�ýWë
ÿ à �

ë�ÿ�$#% M ��á�÷[øÇù ú�ü X á x�y Ý M á(Y�ZìÅÐÇ�É�Ê�ËWÌC°�Í���Î | (Φ, ϕ) á xWy Ý ��b�FWbN	�F�í
$#%�þ�ï�ë�Ý � Ô�â 6 + à îWX�©NA�ö�÷
ø8ù ú0ü X

	 Ú X á Þ�áCâ � îFï³ÅÕÇ�É�Ê�ËWÌC°�Í���Î | (Φ, ϕ) ðF�í iC±#ö�Y�ZîÅ�Ç�É�Ê�Ë
Ì#°�Í���Î | (Φ, ϕ)
	 Ú!ö d ��á�ÚN¶(Û���Î X ð F�í iC±
ï
Ý�õ�öÇë�á�O � á Fí Ú�ïFþ 	Cð á� �� 	 X 6 %�þ�ï à

X á Þ(á#â � î�ïÏÅÕÇ�É�Ê�Ë\Ì#°�Í���Î | (Φ, ϕ)
�
R × M x�y Ù0ì�íjiC��%�þ�ïIÝ�õ$ö X Ú�ñcò
Ù�ý�ï
Ý

þ�þ�ö ��óW	 ë�á[Ý�õ (Φ, ϕ) Ú �Ð�!���-�\������� Ý Þ o��
ï à
ô�õ!ö E

6.2. M
�N÷Wø ÇnøÇù:X æ o�î�f�%�á�÷FøÇùûú0ü X Ú�ù�ú�Ù�ý�ï à ë#�Fð#«\± à

û _\ü�ýNþ�ÿ���� Î����
(Φ, ϕ) ð�ÅÐÇ!É�Ê�ËWÌ#°�Í���Î | ö U ð M á�ñ�Õ�Ö8ÝrîFï à

{t} × U ⊂ Φ

áIÝ�õ�ö U �
	 ϕt ¼ _\ü��� Â[Ý�þ{ÿ�ë�Ý 	 îFï àcÑNÒ öIë�á
Ý�õ�é�ê ϕt : U → M
�
ϕt(p) = ϕ(t, p)

	 7Nm
ì�íjiC�Fï à
ϕt á�ì�íjiC�
ï�ñ�Õ�Ö U ö�îWX�©NAc��áCI�J{ð#K5+0î�ñ�Õ�Ö U Ú b ì�$CX�þ à
d ánÿCA�ä�Z[áNw�á�Ú!Õ�Ö
{p ∈ M | (t, p) ∈ Φ} Ù�ý�ï � ö����gÚ ϕt á�ì�í�P U ð���? 	Cí�M %�����µe¶�$&%�� 6 %�þj8 à

U �0Ù ϕt
� ì�íÓiC�FïFÝ�õgö ϕt(U) Ú M á0ñ�Õ�Ö�Ù�ö ϕt Ú U â æ ϕt(U) ác�#ç�á � Ô ��� Ù�ý�ï à� + U ��Ù ϕt ◦ ψs

� ì�í�iC�
ïFÝ�þ{ÿ�Ý�õ$ö d ��Ú U �0Ù ψs
� ì�íjiC��ö ψs(U) �#Ù ϕt

� ì�í�iC�
ï�Ý
þ¨ÿ�3!4�Ù�ý�ï à
ÅÐÇ!É�Ê�ËWÌ#°�Í���Î |
� 3 ��×\��ý�ï�ü�Ö´w ��� Ù�ý�ï à

_W`
6.12. X, Y ∈ X Ý�$ , (Φ, ϕ), (Ψ, ψ) Ú d �
Ýc� X, Y á Þ�á�â � îFï�ÅÐÇ!É�Ê�ËWÌ�°�Í���Î | ÝgîFï à ×�Ø

Ú ��� à
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1. I, I′ ð 0 ð �
k ñ�ò å ö U ð M á�ñ�Õ�Ö6Ýrî�ï à î�f�%�á t ∈ I, s ∈ I′
	�F $&% U �#Ù ϕt ◦ ψs

� ì#í
iC�Fï-X æ o�ö�lFÚÓm î�f�%�á t ∈ I, s ∈ I′

	�F $*% U ��Ù ψs ◦ ϕt wrì#íjiC�#ö U ��Ù
ϕt ◦ ψs = ψs ◦ ϕt (t ∈ I, s ∈ I′). (15)

�-� m 
� à
2. I ð 0 ð �ek ñ�ò å Ýgî�ï à î�f�%�á t ∈ I

	CF $&% U �#Ù ϕt
� ì�íjiC��ïcX æ o

(ϕt)∗Y = Y (t ∈ I)

�
U �0Ù � m \� à îWXc©
A

(ϕt)∗Yp = Yϕt(p) (t ∈ I, p ∈ U) (16)

�-� m 
� à
g
h ���

1. =⇒ 2. ð#«�î à p ∈ U Ý�$2ö p áC��� V Ý 0 ð �ek ñ�ò å I′ ð
ψ(s, q) ∈ U (s ∈ I′, q ∈ V)

ð�K!+0î�7�ÿ 	 Ý�ï à ¬�ì�â æ î�f�%�á t ∈ I Ý s ∈ I′
	�F $#% V ��Ù ϕt ◦ ψs

� ì�íÓi��
ï à 7 6 % 1.
	 7

m2î�f�%�á t ∈ I Ý s ∈ I′
	CF $#% V �#Ù ψs ◦ ϕt wgì�í�i��0ö (15)

�c�� îFï à Ý
8 	
ϕt(ψs(p)) = ψs � ϕt(p)) (t ∈ I, s ∈ I′)

�-� m 
� à ë�á����¨ð s
	  e$&% � Ô�$*% (16) ð��Iï à

' 	 2. =⇒ 1. ð#«�î à V =
⋃

s∈I′ ψs(U) Ý*)�80Ý�ö V Ú0ñ�Õ�Ö�Ù�ö�¬�ì�â æ î�f�%�á t ∈ I
	CF $#% V ��Ù ϕt� ì�íÓiC��%�þ�ï à Ã�3[á t ∈ I Ý p ∈ U

	CF $�ö V ��á ó�ô
γ(s) = ϕt(ψs(p)) (s ∈ I′)

ð�� � ïFÝ2ö ψs(p) (s ∈ I′) Ú Y á�L�Ô ó�ô @#â æ

γ∗

(
d

du

)

s
= (ϕt)∗Yψs(p).

Ý0ëcë � 2.
	 7!m

(ϕt)∗Yψs(p) = Yϕt(ψs(p)) = Yγ(s).

¹ �W	

γ∗

(
d

du

)

s
= Yγ(s)

î
X�©5A γ : I′ → M Ú(GWH�I\J γ(0) = ϕt(p) ðCK!+�î Y á�L�Ô ó0ô�à�¹ �\	���M G�H�I�J{ð�K5+�î Y á�Y
Z�L�Ô ó�ô ψs ◦ ϕt(p) Ú(Ã�3[á s ∈ I′

	�F $#%�ì�íÓi���%Ó$�â�w d ë�Ù γ(s) Ý b
 $&%�þ�X�n-�eo�X æ X�þ à
7 6 % (15) ð!�nï à �
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6.4 "$#&%('*),+.-0/213+547698;:=<
_W`

6.13. X, Y ∈ X(M) ÝrîFïFÝ2ö
[ X , Y ] = lim

t→0

1
t
[
Y − (ϕt)∗Y

]
. (17)

�-� m 
� à
ë�ë<Ùc0Iá�>��náC3�4�ð�? q $&%�)në�ÿ à Ã�3ná�¨ p ∈ M

	�F $&% p á���� U ÝA@�" δ
� ý 6 %�ö |t| < δ

ð�K!+�î�î�f�%�á t
	�F $ U ��Ù ϕt

� ì�í´i��
ï à ë�á[Ý0õ$ö ϕ−t(U) ��Ù�w ϕt
� ì�íji��Fï�ë�Ý 	�B 3³$

7�ÿ à (17) >��Iá � O�C (ϕt)∗Y Ú ϕ−t(U) ��á�÷
øÇù ú0ü Y ð ϕt
	 75m U á�� 	�D $*%
õ-+ew�á0Ù�ý�ï à �

+�YN¶�Ú���¨FE�Ý�á�G�H{ð&3540î�ï à 7 6 % (17) Ú U ��á���¨ p Ù
[ X , Y ]p = lim

t→0

1
t

[
Yp − (ϕt)∗Yϕ−t(p)

]

ð&3�4�î�ï à G�H[Ú
w�A�ë V Tp(M) áCR , á�I � ( ôKJ I � )
	  �îFï\w!á0Ù�ý�ï à

g�h
p á�Ü�L\Û�i#þc�e� U Ý δ > 0 ð¨Ý0ï¨Ý Iδ × U ��Ù ϕ

� ì�í�ic�
%Fþ
ï à ë�ë�Ù Iδ = {t | |t| < δ}
ÙFýFï à f ∈ C∞(M)

	�F $�ö F : Iδ × U → R ð F(t, q) = f (ϕ(t, q)) = f (ϕt(q)) Ù�ì�íIî[ï[Ýgö F Ú �\� L
Ù�ö F(0,q) = f (q) (q ∈ U) ÙFýFï à�¹ �
	 �
� LÓ (" G : Iδ × U → R

� ;\<ã$C%�ö (t, q) ∈ Iδ × U
	-F $

F(t, q) = f (q) + tG(t, q) ý�ï�þ�Ú
f ◦ ϕt(q) = f (q) + t · gt(q) (t ∈ Iδ, q ∈ U)

á J 	 ·!n�ï à ë�ë$Ù gt Ú gt(q) = G(t, q) Ù�ì�íÓi��
ï ��� L! �"�Ù�ý�ï à
(X f )(q) = Xq f = lim

t→0

1
t
[
f ◦ ϕt(q) − f (q)

]

= lim
t→0

gt(q) = g0(q) (q ∈ U)

@0â æ g0 = X f Ù�ý�ï à p áC��� V Ý ε > 0 ð#ÜML�ÛÓi!80Ý 6 %�î�f�%�á t ∈ Iε
	�F $ ϕt(V) ⊂ U ð�KN+#î57

ÿ 	 $c7�ÿ à ë�á[Ý�õ
(
(ϕt)∗Yϕ−t(p)

)
f = Yϕ−t(p)( f ◦ ϕt)

= Yϕ−t(p) f + t · Yϕ−t(p)gt.

�-� m 
� à î�ï
Ý
1
t

[
Yp − (ϕt)∗Yϕ−t(p)

]
f

=
1
t

[
Yp f − Yϕ−t(p) f

]
+

1
t

[
Yϕ−t(p) f − (ϕt)∗Yϕ−t(p) f

]

=
1
t

[
Yp f − Yϕ−t(p) f

]
− Yϕ−t(p)gt.

(18)

(18) áN>�� � b CnÚ
lim
t→0

1
t

[
Yp f − Yϕ−t(p) f

]
= lim

t→0

1
t
[
(Y f )(ϕt(p)) − (Y f )(p)

]

= Xp(Y f )

31



	 G�H à � O�C[Ú�>�? 6.4
	 75m

Yϕ−t(p)gt = (Ygt)(ϕ−t(p)) = (ỸG)(t, ϕ−t(p))

	 T³$<þ à ��0�Ù t = 0 Ý*)�þc% Ypg0 = (ỸG)(0, p) ðO�[ï à�P 6 % (18) á�>�� � O�C[Ú
lim
t→0

Yϕ−t(p)gt = lim
t→0

(ỸG)(t, ϕ−t(p))

= (ỸG)(0, p)
= Ypg0 = Yp(X f )

	 G�H�î�ï à �

_W`
6.14. ÷
øÇùûú0ü X, Y

	-� þ�%�×�Ø�Ú �(� Ù�ý�ï à ë�ë�Ù ϕ Ú X á â � îFï�ÅÕÇ�É�Ê�ËWÌ�°�Í���Î | Ý
î�ï à

1. [ X , Y ] = 0

2. I ð 0 ð �ek ñ�ò å Ýgî�ï à î�f�%�á t ∈ I
	CF $&% U �#Ù ϕt

� ì�íjiC��ïcX æ o
(ϕt)∗Y = Y (t ∈ I)

�e� m
(ϕt)∗Yp = Yϕt(p) (t ∈ I, p ∈ U)

�-� m 
� à
g
h

2. =⇒ 1. Ú�Q�0 (17) â æ q æ âWX�á�Ù0ö 1. =⇒ 2. @�n�ð&«�î à p ∈ U, t ∈ I ð#Ã�3 	 ÝWm ö#×�Ø#Ù�ÚFë&�
ð�R�ì�$&%M� � ï à
d $#% t ≥ 0 á�üMS5@�n�ð�� � ï (t < 0 á�üMSIÚ �(�!	 $*%�Ù
õ#ï�á�Ù�Te�î�ï ) à
ñ�ò å I′ = {s | − δ < s < t + δ} ð�� � ö{ë#� � I

	���� �FïW7�ÿ 	 δ > 0 ð&Ü�L�Û�i�8�Ý�ï à ×�Ø�ö s ∈ I′ Ý
î�ï � ö©ë�áIÝ�õ t − s ∈ I′ Ù�ý�ï à Q�0 (17)

	 7!m
[ X , Y ]ϕt−s(p) = lim

u→0

1
u

[
Y − (ϕu)∗Y

]
ϕt−s(p) .

¹ �W	 q = ϕt(p) Ý*)�80Ý
(
(ϕs)∗ [ X , Y ]

)
q = lim

u→0

1
u

[
(ϕs)∗Y − (ϕs+u)∗Y

]
q .

�e� m ÷
øÇù ú �  #" v : I′ → TqM ð
v(s) =

(
(ϕs)∗Y

)
q

Ù�ì�í�î�ïFÝ2ö v Ú ��� L�Ù0ö
v′(s) = − (

(ϕs)∗ [ X , Y ]
)
q

�-� m 
� à 7 6 % [ X , Y ] = 0 X æ o v′(s) = 0 (s ∈ I′) Ù v(s) = const. = v(0) Ý#X�ï à îWX-©eA
(
(ϕs)∗Y

)
q = Yq. (19)

(19) Ù s = t Ý&)�þ�% (16) ð!�[ï à �
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D�E
6.15. X1, . . . , Xr ∈ X(M) Ý�$rö ϕ(i) ð Xi á â � îFï ÅÐÇ�É�Ê�Ë
Ì�°�Í���Î | Ý$î
ï (i = 1 . . . r) à s ð�@U ":Ýgî�ï à ë�áIÝ�õ&¨ p á�Ã�3[á���� U

	CF $&% 0 ð �ek ò å I Ý p áC��� V ð#ÜKL�ÛÓi!8�Ý�ïFÝ�ö�Ã�3
á t1 . . . ts ∈ I, i1 . . . is ∈ {1 . . . r}, q ∈ V

	�F $&%
ϕ

(i1)
t1 ◦ ϕ

(i2)
t2 ◦ · · · ◦ ϕ

(is)
ts

(q) (20)

� ì�íÓiC�0ö�â � d á � Ú U
	��!� �Fï à

X1, . . . , Xr
� ï�þ 	 � ÎeX æ o!ö (20)

	 )�þ�% ϕ
(i)
t á�VMWnð&Ã�3 	 � � %�w � Ú�����Ù�ý�ï à

g
h
s
	  �î�ïNXKY { Ù
ZM[ 	�peq Ù
õ�ï0á�Ù�¤�¦ 	�§\� +�þ à

s�t[áCu
v�Ú�ì�= 6.12 Ý2ì�= 6.14 â æ q æ â�Ù�ý�ï à �

7 \&] ^*_`\&acbed
ûgf�h7ijfMh;k�l�m�fKn

M ð n 'Mo�p � y Ý�î�ï à M ��á r qMr kNfMh (distribution) ÝNs M á���¨ p
	

Tp M á r 'tocSMLKu å Dp ð F�í iC±
ï$é�ê D : p ∈ M 7→ Dp(⊂ TpM) ð�þ¨ÿ à
L�v D

� ��� Ltw�ý�ï;x�þ¨ÿ0ëtx!ð�y�z�w�÷FøÇùûú0ünð ~ þ�%�ì�í³$c7�ÿA{
M �M|�÷IøÇù ú#ü X s�î�f�%}|�¨ p w Xp ∈ Dp ð&K5+0î2x�õ�ö f�h D

þN~ ÁWÂ.x$þ¨ÿ�ëtx 	 î�ï�{
Ltv D

	�� î
ï�÷[ø8ùûú�ü xWy |��tS¨ð V(D) w���î�xröMZ�[ 	 L��
ï
7�ÿ 	 öÇë���s0÷Iø8ùûú�ü x�y |� 8<ï C∞(M)-
z�|

X(M) |CS�L z�| w�ý�ï�{ d $&%�ö���¨ p
	�F $&% V(D)p ð

V(D)p = {Xp ∈ TpM | X ∈ V(D)}

w�ì�í�î�ï�x2ö V(D)p s Dp |�SKL�÷IøÇù ú�u;� 	 X�ï�{
î�f�%}|�¨ p wnë�| V(D)p

�
Dp
	(b� î�ï;x�õ$ö fMh D � l�mKf 	���Â.x�þ¨ÿ0ëtx 	 î�ï�{K��þ�Î � ï

x2ö D
� ��� L�w�ý�ï;x�s�ö(Ã�35|N��÷
øÇù ú v ∈ Dp

	�F $&% D
	N� îFï�÷
ø�ù ú0ü X

� ;�<´$&%0ö Xp = v

ð#K5+0î[ëtxgw�ý�ïN{
U ð M |�ñ��MS�xgî�ï;x2ö U |���¨ p w TpU x Tp M x�s �cb�� w
õ#ï����2ö M |�L�v D

	�F $#%�ö Dk
U � k�� ×�ð�þ � w!wgì�í�î�ï�ë}x � w
õ#ï�{{ë&�
ð D|U x�·�8�{

D�E
7.1. U ð M |�ñ���S�ö D ðOLKv7xrî�ï (

��� L7x�s�¬�ì�$�X�þ ) {�Ã�3;| p ∈ U
	�F $ p |C��� W(⊂ U)

ð�Ü�LWÛ�i�8Kx�ï.xrö D|U
	�� îIï(ÃW3�|�÷nø:ù�ú�ü X s D

	�� î[ï�÷¨ø6ù ú�ü X̃ x W ��w bK î
ï �
X̃|W = X|W {
geh

p |C�W� V,W x U �t| ��� L! �" h w W ⊂ V, V ⊂ U, h(q) = 1 (q ∈ W), h(q) = 0 (q ∈ U \ V) ðCK!+0î
w�| � ý�ï�{ M �t|�÷IøÇù ú#ü X̃ ð

X̃q = h(q)Xq (q ∈ U),

X̃q = 0 (q < V)

w�ì�í�î�ï�x2ö X̃ s well-defined w ��� LM{#ì�í��F� ∈ V(D), X̃|W = X|W s q �(��w�ý�ï�{ �

D�E
7.2. LMv D

� ��� LeX2�#o�ö d |�Ã�35|0ñ��MS U ��|�µ
¶ D|U w ��� L}w�ý�ï�{� F5	
M =

⋃
a Ua ð!ñ�����x�$2öMLMv D |�� Ua ��|�µN¶ D|Ua

� ��� LeX2��o�ö D s ��� L}w�ý�ï�{
g
h�� t;s q �g�
{¥s�tjw >�? 7.1 ð�� � o!öMZM[ 	�peq wFõ#ï�|�w0ö�¤�¦ 	C§W� ï�{ �
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D�E
7.3. r 'to�|�L�v D s�ytzt|�x�õ$ö}� � d |�x�õ 	 ¶ 6 % ��� L�w�ý�ï�� ��¨ p w p |C��� U x U �

|�÷IøÇù ú0ü X1, . . . , Xr ∈ X(U)
� ý 6 %�ö�î�f�%�|�¨ q ∈ U w (X1)q, . . . , (Xr)q

�
Dq |��K� 	 X�ï�{

g
h*� Ä 	 D s ��� L�w�ý�ï;x�¬�ì�î�ï�{ Dp |���� v1, . . . , vr ð!� V w�)�8�x2ö ��� L�r}��� D
	�� îFï!÷

øÇùûú0ü Y1, . . . , Yr
� ;�<�$#%�ö (Yi)p = vi (i = 1, . . . , r) ð&K5+0î�{�î�X�©eA�ö (Y1)p, . . . , (Yr)p s b 'M�  w�ý

ï � ö�÷Fø8ù ú#ü5|���è�r}�F�#ë�|Fëtx�s p |���� U |���¨ q
	 )�þ�% (Y1)q, . . . , (Yr)q

��b 'M�  w�ý�ï�ë
x�ð#3!4�î�ï�{�7 6 % Yi ð U

	 µN¶!$C+5w�|�ð Xi x�·5n�o�ö X1, . . . , Xr s U |���¨ q w Dq |��K� 	 X�ï�{
' 	�ð!	 >�?.|CIWJ � KN+NiC�W%�þ�ï�x ¬�ì�î�ï�{në�|�x�õ$ö�Ã�3�| v ∈ Dq (q ∈ U) s v =

∑
i ci(Xi)q x��´i

�
ï��F��ö X =
∑

i ciXi x&)³8
x�ö X s D|U
	�� $�ö}� � Xq = v ð#K!+0îK{�î\Xc©5A�ö D|U s ��� L�w�ý�ï�{

x0ëcë � M |C��¨ p
� ë�|
7�ÿ#X���� U ðWw � ���?ö�>�? 7.2

	 75m D s ��� L�w�ý�ï�{ �

�t|�>�?5|�÷
ø�ù ú0ü X1, . . . , Xr ðOL�v D |�¨ p
	 )Wn�ï ���K� (local basis) x$þ{ÿA{

ytz�w}s5x\8 	
  �&X�þ���¡�m�öMLMv�s ��� L}w�ý�ï;x�¬�ì�î�ï�{
û!¢KfM£�¤K¥

D ð M |�LMv¦x�î�ï�{ M |�SMLKp � y N s N |���¨ p w
ι∗(TpN) ⊂ Dp

�-� m 
� x�õ�ö D | ¢�f�£�¤K¥ (integral manifold) xO§Wo��Fï�{�5� � �W+ r '�o�|�LKv D x�¨ p ∈ M
	�F $&%�ö p ð&Rnï r 'Mo�|CLKLKp � y � ;�<�î�ïO¨ p s�X�þ�{�Ã�3

| p ∈ M
	�F $*% p ð#R[ï r '�o�|�L�LKp � y � ;�<�îFï�x�õgö©L�v�s�ñ�ª ¢�f�l�« (completely integrable)

x©��©��Fï�{
L�v � ù x LKL � èKw�ý�ï-+�Ä�|�¬��Ü�L�I�J;s�y�zKw�®\f¦� �
ïN{
ûg¯t°�±�²�f�h L�v D s D

	�� îFïCÃ�3�|0÷
ø8ù ú�ü X, Y
	�F $#% [ X , Y ]

�5� + D
	�� î
ï5x�õ<öM�

þ�Î � ï�x2ö V(D)
�
X(M) |CSKL�³&Ë�´�"*x�X�ï�x�õ�ö ¯�°;± (involutive) w�ý�ï;x$þ{ÿ�{

D�E
7.4. LMv D

� ��S;µ�X2�#o�ö d �}|0ñ��MS U �}|�µe¶ D|U w ���
	 �MS�µ
w�ý�ï�{� F5	
M =

⋃
a Ua ð!ñ�����x�$2ö D|Ua

� î�f�%-�KS�µ�X��Co�ö D s��KS�µ�w�ý�ïN{
g
h ZM[ 	(peq wFõ#ï�¶tx&Xt|�w�ö ¤�¦ 	C§W� ï�{ �

_W`
7.5. LMv D

	-� þ�%�ytz�s ��� w�ý�ï�{
1. D s��MS�µ
w�ý�ï�{
2. D s M |��N¨�w lN�\�
�;� ð5w � { ��� m�ö��e¨ p |-�5� U x U �}w�ì�í³i���+ D |�°
Í��

X1, . . . , Xr w [
Xi , X j

]
= 0 (i, j = 1 . . . r) ð�KN+#î�w�| � ;�<�î�ï�{

g
h
1.⇒ 2. � p ∈ M, Y1, . . . , Yr ð p |�������� (V, x1 . . . xn) w0ì�í�i��\+(°�ÍK�*xgî�ï�{

Yi =

n∑

j=1

η
j
i

(
∂/∂x j

)
(i = 1, . . . , r).

¶K¶Nw
·M¸ (
η

j
i (q)

)
i=1...r, j=1...n

|�¹�"�s r @
�F��öK¬KNX2� x1 . . . xn ð�ºWf�» � ï�¶txgw-ä�G5| r ¸}�F� } � �
ï�·M¸ � @�¼eX�ï\7�ÿ 	 w
õ0ï�{�¶�|5x�õ p |���� U(⊂ V) |���¨ q w
·K¸ (

η
j
i (q)

)
i, j=1...r

s�@K¼}w�ý�ï�{ ð ·
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¸nð (
β

j
i (q)

)
i, j=1...r

x�$�ö Xi =
∑r

k=1 β
k
i Yk (i = 1 . . . r) x&)�8
x2ö

Xi =

(
∂

∂xi

)
+

{(
∂

∂x j

)
| b '��KS ( j > r)

}
(i = 1 . . . r). (21)

¶K¶Nw C∞(U) ��| b '��KS¨ð!½t¾ 	(b '��KS*xO§ V @�{
X1, . . . , Xr s p

	 )\n�ïC°�ÍK�}w�ý�ï�{�7 6 %-�MS�r}��� U �t|� �" ck
i j

� ;�<�$&%
[

Xi , X j

]
=

r∑

k=1

ck
i jXk (22)

x#X�ï�{ (21) ð!�:ÿ�x (22) s
[

Xi , X j

]
=

r∑

k=1

ck
i j

(
∂/∂xk

)
+

{(
∂/∂xl

) | b '���S (l > r)
}

(23)

x#X�ï�{ b .�ö (21) @�n��F�
[

Xi , X j

]
=

{(
∂/∂xl

) | b '��MS (l > r)
}

(24)

| J 	 X�ï�¶}x�s q �(�K{ (23) x (24) ð�¿\fW% ck
i j(q) = 0 ðN��À�{ ¹ �\	 [

Xi , X j

]
= 0 x�X�À�{´$C+ �!6 %

X1, . . . , Xr
��Á ÄtÀ � Î�°�ÍM�}w�ýtÀN{

2. ⇒ 1. � p ∈ M, X1, . . . , Xr Â p |���� U w�ÃMÄji��
+ � ÎW°�Í��7xOÅ�À�{ U ��w�Ã�Ä´i��
+ D
	�� Å�À�Ã

35|�÷
øÇù ú0ü Y =
∑
ηiXi, Z =

∑
ζ jX j

	�F $#%

[ Y , Z ] =
r∑

i, j=1

[
ηiXi , ζ

jY j

]

=

r∑

i, j=1

(
ηi(Xiζ

j)X j − ζ j(X jη
i)Xi

) (25)

Â ��À�{ (25) �¦� D|U
� �MS5µ�X}|Ms q �!��w�ý�À�{ d $�%-��¨ p

� ¶�|e7Fÿ&X��W� U Â w � ��� D s��
S�µ�w�ýtÀ�{ �

D�E
7.6. LKv D s(ù x LML � èWX��Co��KS;µ
w�ýtÀ�{tÅ�X�©eAC�MS�r5s(ù x LKL � èKw�ýtÀc+�Ä�|�¬��I�J

w�ý}À�{
g
h Ã�3;|�¨ p

	 )
nMÀ � Î�°�ÍM�;|�;�< Â � � �
o#þ�þ
{
N Â p Â R.À r '}o�L�LKp � y x!Å�À�{ (U, x1 . . . xr) Â p | N w}|(�������7xOÅ�À5x2ö (

∂/∂x1
)
. . . (∂/∂xr)

�
Á Ä�À � Î�°�ÍK� 	 X}À�{ �

M#� s��KS�r;s�ù x LML � èMw�ý}Àc+�Ät|CÜML�I�J}w�w�ýtÀ;x$þ{ÿO| � ¶#�K���Æ®\f�À#u
vMw�ý�À�{
d | � 	�ÇKÈ X
��É Â ~ 3�$#%�).¶�ÿ�{
(U, x1 . . . xn) Â p Â�Ê�Ë xgÅ�À#tMÌ � a |  .��������7xgÅ�À�{ ∣∣∣ci

∣∣∣ < a (i = 1 . . .n − r) xgÅ�À�x�õ<ö r 'to
@KÍ�SMLKp � y

{
q ∈ U | xr+1(q) = c1, . . . , xn(q) = cn−r

}

Â U | r 'to�|NÎ�Ï (section) x�§�Ð
{
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_W`
7.7 (Frobenius). M ��| r 'to
LMv D

	�F $#%�y�z}sCï
þ 	���� w�ý}À�{
1. D s(ù x LKL � èKw�ý�À ( Ã�3�|�¨ p

	�F $&% p Â R.À r '�o�LKL�p � y � ;�<}Å�À ) {
2. D s��MS�µ
w�ýtÀ�{
3. Ã�3�|(¨ p ∈ M

	�F $#%#ö p Â�Ê�Ë xOÅ�À  .������W� (U, x1 . . . xn) Â � V w#ö U | r 'to;|(�KÑtÒ
( @�Í�S�L�p � y )

� Å�f�% D |�L�LKp � y 	 X}ÀW7�ÿ 	 wIõ�ÀN{
g
h

1.⇒ 2. sNÓ 	 «�$�+�{ � + 3.⇒ 1. s q �g��w�ý}À�{�7 6 % 2.⇒ 3. @�n Â «\±eo
7�þ
{
(V, y1 . . . yn) Â p Â�ÊOË xgÅ�À  .���������ö X1, . . . , Xr Â V ��w�Ã�ÄjiC�
+ � Î�°�Í��*xgÅ�À�{�¶K¶Nw

(X1)p . . . (Xr)p,
(
∂/∂yr+1

)
p
, . . . (∂/∂yn)p

��b 't�  w�ý}À5x¸¬tÃ³$#%�w�7�þ�{ {
ϕ

(i)
t

} Â Xi | â � Å�À V |ÆÅÐÇ�É�Ê�ËeÌC°�Í���Î | xOÅ;À5x�ö�Ü�L�Û
i0þ�" δ > 0

� ý 6 %�ö V |�t}Ì � δ |�S}L Â W x�Å5À5xrö�Ã�3.| q ∈ W x |tk| < δ X�À�Ã�3�| (t1 . . . tr),

ik ∈ {1 . . . r} XtÀ�Ã�35| (i1 . . . ir)
	�F $�ö

ϕ
(i1)
t1 ◦ ϕ

(i2)
t2 ◦ . . . ϕ

(ir )
tr (q) ∈ V

�-� m 
� {
N = {q ∈ W | x1(q) = . . . xr(q) = 0},

x j
= y j|N ( j > r)

x*)³8�x2ö N s�p � y w�ö x j s N |����� �"�w�ýtÀ�{ f : Qr(δ) × N → V Â
f (x1 . . . xr, q) = ϕ(1)

x1 ◦ ϕ(2)
x2 ◦ · · · ◦ ϕ(r)

xr (q)

w�ÃKÄ�Å�À�x2ö f s ��� Ltw0ö ϕ(1)
x1 , ϕ

(2)
x2 , . . . , ϕ

(r)
xr (q) s � Î!@��F�2ö�� k(≤ r)

	�� þ�%
f∗

(
∂/∂xk

)
x,q
= (Xk) f (x,q) ((x, q) ∈ Qr(δ) × N)

�-� m 
� ¶tx � Lt��À�{�xW8 	
f∗

(
∂/∂xk

)
0,p
= (Xk)p (k ≤ r)

b .�ö f (0, q) = q @
�F��� j > r
	-� þ�%

f∗
(
∂/∂x j

)
0,p
=

(
∂/∂y j

)
p
.

�e� m f | p
	 )
n�À
¹�"5s n w�ýtÀ�{�7 6 % δ Â Ü�L�Û�i!8�x �eo�ö f s Qr(δ) × N ��� p | M

	 )
nMÀ
��� U |�����| � L ���!	 X}À�{�¶�¶�w N � Qn−r(δ) Â �cb�� Å�À5x2ö U s p ÂMÊ�Ë xgÅ;À#t�Ì δ |  .��
������ö f −1 : U → Qr(δ) × Qn−r(δ)(= Qn(δ)) s�����ÔKÕ�w�ö u1 . . . un � ���! C" 	 X�À�{ U ��w

(
∂/∂xk

)
q
= (Xk)q (k ≤ r)

x#X�À}¶txNs q �g��w�ý}À�{MÅWXc©NA�ö��KÑMÒ;s�LKLKp � y w�ýtÀ�{ �

Ã�=5|Cä�s 	 ®
fW+�I�J Â K5+
Å  .��������;s�LMv D
	OÖ ~�×©��� Â�x©��ÿ�¶}x 	 Å�À�{
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ûgf�h7i�ØMÙ�ÚMÛ
r 'to�|�L�v D

� ù x LML � è�X��Co�Ü�Ã�3 	��e� +(¨ p ∈ M Â R.À D | r 'to�L�LMp� y N
� ;�<}Å�À�{Ý�Þ¦ßáà�â 	�F Å�ÀCLML;ã�ä�x �-� Ü bW� |�¨ p Â R.À r '}o�LMLMp � y N s�ý}À�3�4
w b 3 	�å�� À5x

þ¨ÿ
¶tx � � � À�{�Å�X�©
A N1,N2 Â ¨ p Â R.À#O � | r 'to�L�LMp � y xgÅ�À�xjÜ N1 x N2 s p | “ ��� ”

w b� Å�À�{MyW�t|�¶tx Â @Kæ 	 ®
f�À�x
ç E

7.8. D Â ù x LKL � è\X r 'to;|�L�vKÜ p ∈ M Ü (U, x1 . . . xn) Â D
	 P � Å�À p ÂKÊNË x�$C+  .����

���*xgÅ�À ( tMÌ Â a xgÅ�À ) {
p Â R�À�Ã�35| r '�o�LMLKp � y N

	�F $#%�Ü (U, x1 . . . xn) |�tMÌ a Â Ü�L�ÛÓi!8:µN¶�Å�À-X��Co�Ü p Â R
À U | r 'to�ÑMÒ5s N |�è�S�LKp � y 	 X}ÀN{
g
h

U ∩ N s N |�è���SN@��F��Ü p | N
	 )\n�ÀC������� (V, u1 . . .ur) w
Ü u1(p) = · · · = ur(p) = 0 Ü V ⊂ U

x#X�À\w�| � ;�<�Å�À�{ ι : V → M Â Þ�é X�êNÄ�ë�ì.xgÅ�À�x
ι∗(∂/∂u j)q ∈ Dq ( j = 1, . . . , r, q ∈ V)

@
��� r2 ��|� C" (αk
j)
�tí\6 %

ι∗(∂/∂u j)q =

r∑

k=1

αk
j(q)(∂/∂xk)q ( j = 1 . . . r) (26)

i�%
Ü yi
= xi|V = ι∗xi (i = 1 . . .n) x�$c7}î©{ yi s V �t|NïKðML! �"�w í À�{

(26) �2��� q ∈ V w
(
∂/∂u j

)
q
yi
=

(
ι∗

(
∂/∂u j

)
q

)
xi

=



αi
j(q) (i ≤ r)

0 (i > r)

( j = 1 . . . r, q ∈ V)

·K¸ (αk
j(p)) j,k=1...r s�@M¼e@��2�jÜ V Â Ü�L�Û�i�8 µe¶�Å�À�x y1, . . . , yr ñ � + V ��|����! C" 	 X�ÀN{j$O��w

yi(p) = xi(p) = 0 (i = 1 . . . r) @���� (V, y1 . . . yr) x�$#%�s p Â�Ê�Ë xOÅ;À  .������W� ñ �
f;À ( tMÌ Â δ x
Å�À ) {
V |���¨ q w (∂/∂y j)q ( j = 1 . . . r) s (∂/∂u1)q, . . . , (∂/∂ur)q, |�ä J ��SN@��F�ÆÜ i > r x!Å�À�xAÜ

(
∂/∂y j

)
q
yi
= 0.

Å�X�©eA V ��w yi
= const. = 0 (i > r) x#Xjm�Ü V s p Â R�À U |�ÑMÒ 	���� �;Àt¶tx ñ p
q iC�;À�{

7 6 % U Â t�Ì ñ δ |Nò�ó 	 µe¶�$*%�l;À-X���o�Ü N |�è�SMLKp � y V s U | p Â R.ÀOÑMÒ 	 ( �KS*x�$&% )b
 Å�À�{j$!��w V |�I � xÆïMðMLKô�õ�sNÑMÒ;| d � 	(b� Å�À�{ �

ç E
7.9. D Â ù x LKL�ï
è�X r '�o�|�L�v�x�$©Ü N1,N2 Â D | r 'tocLKLMp � y xgÅ�À�{�¶�|5x�ö N1 ∩ N2

s N1,N2 ÷ .;|
è�S�L�p � y w í À�{
g
h�ø ? 7.8 75m�Ü N1 ∩ N2 |���¨ p

	�F $&% N1 |�è-SMLKp � y V1 x N2 |�è�S�LKp � y V2 w V1 = V2 Â
KN+�Å�w�|K| í À}¶}x ñ L}��À�{Ó7 6 % N1 ∩ N2 s N1,N2 ÷ .5|
è��MS�w�Ü N1 |�SML�u���x�$&%�| N1 ∩ N2

37



|�I � x N2 |�StL�u;��x�$#%�| N1 ∩ N2 |�I � s b� Å�À�{!i;� 	 N1 |�S�LMp � y x�$&%�| N1 ∩ N2 |�ï
ðKLMô�õ*x N2 |CS�LKp � y x�$&%t| N1 ∩ N2 |�ïMðML�ô�õ�s b� Å�À�{ �

_\`
7.10. D Â ù x L�L�ïNè�X r 'to�|�LMv*xgÅ;À�{�¶�|.x�ö´Ã�3�|�¨ p

	(F $�% p Â R2À D | r 'to�Y
ZM�W��LMLMp � y Fp

ñ a�btù ;�<�Å�À�{´$!��w p Â R.À r '}o
����LKLMp � y s�Å�f�% Fp |�è-S�LKp � y
w í À�{
g
h

{ Na } Â p Â R�À r '�o�����LKLKp � y\U�V Ð}| ù 8!ÀO��S7x�$©Ü
Fp =

⋃

a

Na

x*)³8Æ{ ø ? 7.9 �F�©Å�f�%t| Na
ñ Fp |�è-SML�p � y 	 X}À�x�ú�î I�J}w Fp |�I � xjï�ð�LKôKõ ñ b 3 	å�� ÀK|�@ ñ Ü Fp

ñ�û�ü�ýÿþ à�� u5��w í À�¶�x Â p5q Å;ÀN¬M ñ í À�{ d $#%.¶�¶Nw�w ø ? 7.8 ñ � ~ i
��À�{
q1, q2 ∈ Fp, q1 , q2 xOÅ�À�{ Fp |�ÃKÄ���� p Â R2À r '}o�����L�LKp � y N1,N2

ñ íN6 % q1 ∈ N1, q2 ∈ N2

w í À�{ø ? 7.8
	 7!m Ü D

	 P � $ qi Â�ÊNË xgÅ�À  .�������� Ui Â Ü qi Â R�À Ui |�ÑMÒ Vi
ñ Ni |�è�StLKp �

y 	 X}À
7�î 	 ��Ð ( i = 1, 2) {2¶M¶Nw U1 ∩ U2 = ∅ X�À\7�î 	 ÜtL�Ûji!8���Ð�¶}x ñ w�ö�À��F�AÜF¶�|�x
ö
V1 ∩ V2 = ∅ w í À�{ V1,V2 s Fp |
è��MS5@
�2�
¶}î�$&% Fp

ñ
ûFü�ý�þ à�� u;�
w í Àt¶tx ñ «�i���À�{
Fp
ñ

D | r '�o�LKLMp � y w í À}¶}xNs q �(�Mw í ë�îA{ � + Na
ñ Å�f�%�����w b ¨ p Â Q � Å�À}¶tx!�

�jÜ Fp |�����rjw q �g��w í À�{
N Â�� | r '�o
����LKLMp � y w Fp ⊂ N x!Å��\o�Ü N s�¨ p Â �ek �F� Fp |¦Ã�Ä´7Nm N ⊂ Fp wWX�n-�\o
X��#XMú
{ ¹ �W	 Fp = N w í À�{tÅ�Xc©NA Fp s r '�o�Y�ZM����LKLKp � y w í À�{�¨ p Â R�À r '�o�Y�Z
����LKLKp � y | b 3�r5s q �g�Kw í ë�î©{ �

ù x L�Ltï�èNX r '�o�|
L�v D
	cF $�%�Ü D | r '�o\L�L}p � y w�Ü�Y\Z��e��X�w�| Â D | Ø (leaf,

feuille[ � ]) xOú�îA{�Ã�= 7.10 s�Ã�3;|�¨ p
	�F $#%�Ü p Â R�ÀOÉ ñ b 3;µ 	 ;�<�Å�À�¶�x Â u
v�$#%�ú}À�{{

Fp

} Â D |NÉ U�V Ð}|N�KS*xgÅ�À�x�Ü {
Fp

} s�'5|�r�à Â KN+�Å
{
1. Fp , Fq X��Co Fp ∩ Fq = ∅ w í ÀN{
2. M =

⋃
p Fp

3. Ã�35|�¨ p ∈ M
	�F $*%
Ü p ÂKÊ�Ë x!Å�À  .�������� (U, x1 . . . xn) Â ��� 	 x�À;xjÜ U |���ÑKÒ5s d

�
Ý�� í À Fq
	���� ��%�ú�À�{

ô�õ!ö E
7.1. 	�®\f
+�¶tx Â æ�
W±�7�{

b�®!	 p � y M | r 'to
����SKLMp � y |N� � m { Fa } ñ
1. Fa , Fb X.�Co Fa ∩ Fb = ∅ w í À�{
2. M =

⋃
a Fa

3. Ã�35|�¨ p ∈ M
	�F $*%
Ü p ÂKÊ�Ë x!Å�À  .�������� (U, x1 . . . xn) Â ��� 	 x�À;xjÜ U |���ÑKÒ5s d

�
Ý�� í À Fa
	���� ��%�ú�À�{

xOú2î�r�à Â KN+�Å�x�öOÜ { Fa } Â M | r 'Mo�| ØKÙ�ÚtÛ xOú�îA{
ù x LKL�ï
è�X r '�o�LMv�|�É5+�A�s M | r 'to�É�Mô�õ Â Ã�Ä�Å�ÀN{
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M | r 'to
É��Mô�õ { Fa } ñ �N� � �\+.�jÜ d ¶�����ù x LKL�ïeè�X r '�o�L�v D Â Ã�Ä�Å�À}¶�x�w

ï
èMw í À�{ ùe� m � p ∈ M
	CF $©Ü p Â R�À�o Fa

ñ b 3 	�å�� À��F�jÜ
Dp = TpFa

w
ÃMÄ�Å��No r 'to;|�Ltv ñ ���*�5À�{�¶�|
7�î 	 $�%
��� �e+�Ltv D |�ð�L�ïNè�reXF��� 	 ù x L�LKïeè
r;| peq s�¤�¦ 	�§W� À�{
�������
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