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■用語について

矩形集合 (rectanglular set) ra1, b1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ran, bnq のかたちの Rn の部分集合を矩形集合、あるいは略

して矩形と呼ぶ。ここで ai ď bi (i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n) は実数。ra, bq “
␣

t P R
ˇ

ˇ a ď t ă b
(

。なお、上で

ra, bq を ra, bs にかえたものは閉矩形 (closed rectangular set)、pa, bq にかえたものは開矩形 (open

rectangular set)という。

立方体 (cubic set) 上の矩形で b1 ´ a1 “ ¨ ¨ ¨ “ bn ´ an “ 2r のとき、矩形はとくに n-次元立方体と呼ばれ

る。略してたんに立方体ともいう。px1, ¨ ¨ ¨ , xnq (xi “ bi´ai

2 ) をその中心、r をその半径と呼ぶ。

基本集合 (elementary set) A1 Y ¨ ¨ ¨ YAk ( Ai は矩形、k ě 1) のかたちの Rn の部分集合である。

ノルム (norm) x “ pxiq P Rn にたいし x のノルム (norm)を ∥x ∥ “ max1ďiďn

∣∣xi ∣∣ により定義する。一
次変換 L : Rp Ñ Rn の作用素ノルム (operator norm) とは ∥L ∥ “ supx‰0 ∥Lx ∥ { ∥x ∥ により定義
されるノルムである。Rn の標準基底 e1, ¨ ¨ ¨ , en にたいし、Lpejq “

řn
i“1 L

i
jei (j “ 1, ¨ ¨ ¨ , p) とおく

と、∥L ∥ “ max1ďiďn

řp
j“1

∣∣Li
j

∣∣ がなりたつ。
■Rn の開集合の上で定義された可測関数 ここでは Rn 全体ではなく、Rn の開集合 U において定義された

可測関数の積分を論ずる。

目標は、次のよく知られた公式の証明を与えることである。

ż

U

f dµ “

ż

V

pf ˝ φq | detDφ | dµ. (1)

これは積分変数の変換の式と呼ばれる。ここで U, V は Rn の開集合、f は U において定義された (ルベーグ)

可積分関数、φ : V Ñ U は C1 級同型写像である。Dφ は φ の微分で、Dφ : x P V ÞÑ pDφqx P Mpn,Rq。

Mpn,Rq は n次正方行列 (Rn 上の一次変換)の全体。pDφqx は任意の正数 ε にたいして、正数 δ を適当に

えらぶと、

∥φpx` ∆xq ´ φpxq ´ pDφqx∆x ∥ ď ε ∥∆x ∥ p∥∆x ∥ ď δq

が満たされるような一次変換である。φ が C1 級とは、Dφ が連続写像であるという意味である。なお

Mpn,Rq に値をとる関数 α にたいして、合成関数 | ¨ | ˝ det ˝α を略して | detα | と書く。
U にふくまれる任意の (ルベーグ)可測集合 A にたいし、(1) の f に χA ¨ f を代入することで、ただちに

ż

A

f dµ “

ż

φ´1pAq

pf ˝ φq |detDφ | dµ (2)
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を得る。(2) に f “ 1 を代入すると

µ pAq “

ż

φ´1pAq

| detDφ | dµ. (3)

■可測集合の変換 はじめに次の定理を証明しておく。

定理 1. U, V Ă Rn を開集合とし、φ : V Ñ U を C1 級写像とする。N Ă V がルベーグ測度 0 ならば、

φpNq もまたルベーグ測度 0。

証明 V “
Ť8

i“1Ki, Ki´1 Ă pKiq
o
となるようなコンパクト集合 Ki の列を考えると、N “

Ť8
i“1N X Ki,

φpNq “
Ť8

i“1 φpN X Kiq。ここからわかるように、N があるコンパクト K の内部に含まれると仮定して証

明しても一般性を失わない。

K はコンパクトだから、ある正数 M があって ∥ pDφqx ∥ ď M ( x P K) がなりたっている。

ε を任意の正数とし、tBiu を立方体の列で、

N Ă

8
ď

i“1

Bi, Bi Ă K,
8
ÿ

i“1

µ pBiq ă
ε

Mn

をみたすものとする。xi, δi をそれぞれ Bi の中心、半径とすると、微分法の平均値定理により

∥φpxq ´ φpxiq ∥ ď M ∥x´ xi ∥ ď Mδi px P Biq.

すなわち φpBiq は φpxiq を中心とする半径が Mδi の閉立方体 Ai にふくまれる。µ pAiq “ Mnµ pBiq だ

から、

φpNq Ă

8
ď

i“1

φpBiq Ă

8
ď

i“1

Ai,
8
ÿ

i“1

µ pAiq “ Mn
8
ÿ

i“1

µ pBiq ă ε.

したがって φpNq は測度 0。 ˝

定理 2. U, V Ă Rn を開集合とし、φ : V Ñ U を C1 級同型写像とする。このとき、B Ă V がボレル可測

(ルベーグ可測)ならば φpBq もボレル可測 (ルベーグ可測)。

証明 B がボレル可測ならば明らかに φpBq もボレル可測である。B がルベーグ可測ならば、あるボレル可測

集合 B0 と測度 0 集合 N とをもちいて、B “ B0 △ N のかたちに書ける。φpBq “ φpB0q △ φpNq で、定理

1 により φpNq は測度 0 だから φpBq はルベーグ可測。 ˝

■一次変換のばあい われわれはまず (3) を φ が正則一次変換 L : Rn Ñ Rn の場合において成りたつこと、

すなわち

µ pAq “

ż

φ´1pAq

| detL | dµ “ | detL |µ
`

φ´1pAq
˘

を示そう。

B “ φ´1pAq とおけば、これは下の式 (4) のかたちをとる。

定理 3. L : Rn Ñ Rn を 正則一次変換とする。このとき Rn の任意の可測集合 B にたいして

µ pLpBqq “ | detL |µ pBq (4)

が成りたつ。
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証明 正則な L は次のタイプの一次変換 (基本行列とも呼ばれる) P,Q,R の積のかたちに書けることに注意

する。

P “

»

—

—

—

–

λ
1

. . .

1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

Q “

»

—

—

—

—

–

0 1
. . .

1 0
. . .

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

R “

»

—

—

—

—

—

–

1 c
0 1

1
. . .

1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

ここで省略した「¨ ¨ ¨」の対角成分はすべて 1、空白部分はすべて 0 であるとする。P の λ は λ ‰ 0とする。

Q の 1 は、ある i ą 1 にたいして p1, iq と pi, 1q 成分にあることを示す。

B が矩形のばあい、L “ P,Q,R について (4) が成りたつことの証明は容易だから省略する。測度の加法性

から B が基本集合のばあいにも成りたつことは明らか。

B が一般の可測集合で µ pBq ă 8 のばあいは、任意の正数 ε にたいして、どのふたつもたがいに素な可算個

の基本集合 tBiu で

B Ă

8
ď

i“1

Bi,
8
ÿ

i“1

µ pBiq ă µ pBq `
ε

|detL |

を満たすものがある。L “ P,Q,R とすると、各 Bi について µ pLpBiqq “ |detL |µ pBiq が成りたつから

µ pLpBqq ď

8
ÿ

i“1

µ pLpBiqq “ |detL |
8
ÿ

i“1

µ pBiq

ă | detL |µ pBq ` ε.

ε は任意だったから、ここから

µ pLpBqq ď | detL |µ pBq pL “ P,Q,Rq (5)

が導かれる。この式はもちろん µ pBq “ 8 でも成立する。正則一次変換 L にたいし B が可測なら LpBq も

可測であること、任意の正則一次変換が P,Q,R のタイプの変換の積であることに注意すると、(5) は任意の

正則一次変換 L にたいしても成立することがわかる。したがって、また

µ pBq “ µ
`

L´1LpBq
˘

ď | detL |´1
µ ppLpBqqq , | detL |µ pBq ď µ pLpBqq .

これと (5) とから (4) を得る。 ˝

■証明の方針 さて、われわれの目標とする式 (1) は、非負可測関数 f にたいして不等式

ż

U

f dµ ď

ż

V

pf ˝ φq | detDφ | dµ (6)

がなりたつことを示せば十分である。それは次のようにしてわかる。

U 上の関数 f にたいして φ7pfq を

φ7pfq “ pf ˝ φq | detDφ |

により定義される V 上の関数とする。
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f が非負可測関数ならば φ7pfq もしかりで、(6) は

ż

f dµ ď

ż

φ7pfq dµ

と簡潔にかける。対応 φ ÞÑ φ7 に関し、以下の点に注意する。

1. ψ :W Ñ V をまた別の C1 同型とすると pφ ˝ ψq7 “ ψ7 ˝ φ7.

2. id : U Ñ U にたいして id7
“ id.

ここから

ż

φ7pfq dµ ď

ż

pφ´1q7 ˝ φ7pfq dµ “

ż

f dµ

が分かる。すなわち (1) が任意の非負可測関数 f にたいして成り立ち、任意の可測関数 f は f “ f` ´ f´

(f`, f´ は非負可測関数) のかたちに書けるから、(1) は任意の可積分関数 f にたいしてもなりたつ。

■不等式 (6) の証明 (6) を示すには、次の補題が基礎になる。

補題 4. B を B Ă V なる基本集合とする。このとき

µ pφpBqq ď

ż

B

| detpDφq | dµ (7)

がなりたつ。

証明 タイピングの負担を軽減するため、以下では Dφ を α と書く。

(Step 1) B はコンパクトだから、正数 M , m があって、∥∥αx
´1

∥∥ ď M, m ď | detαx | (8)

がすべての x P B にたいして成りたつ。

ε を任意の正数としよう。関数の一様連続性により、正数 δ をうまくえらんで

∥αx ´ αy ∥ ď
ε

M
, |detαx ´ detαy | ď εm px, y P B, ∥x´ y ∥ ď δq (9)

がみたされるようにすることができる。

(8), (9) から∥∥αx
´1αy

∥∥ ď
∥∥αx

´1αy ´ αx
´1αx

∥∥ `
∥∥αx

´1αx

∥∥
ď

∥∥αx
´1

∥∥ ∥αy ´ αx ∥ ` 1

ď ε` 1,

(10)

∣∣∣∣ detαx

detαy

∣∣∣∣ ď

∣∣∣∣ detαx ´ detαy

detαy

∣∣∣∣ ` 1 ď ε` 1, | detαx | ď p1 ` εq | detαy | (11)

が導かれる。これらの不等式が x, y P B, ∥x´ y ∥ ď δ にたいして成立している。

(Step 2) B をどの 2つも互いに素な可算個の立方体 Cl の和のかたちに表すことができる:

B “

8
ď

l“1

Cl.
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xl を Cl の中心、δl を Cl の半径としよう。ここで δl ď δ と仮定することができる。

l を任意にえらんで、以下ではこれをしばらく固定して議論しよう。写像 θ : V Ñ Rn を

θ “ αxl

´1 ˝ φ

により定義すると、

pDθqx “ αxl

´1 ¨ αx.

すると (10) により

∥ pDθqx ∥ ď 1 ` ε px P Clq.

これと微分法の平均値の定理とから

∥ θpxq ´ θpxlq ∥ ď p1 ` εq ∥x´ xl ∥ ď p1 ` εqδl px P Clq.

すなわち θpClq は θpxlq を中心とする半径が p1 ` εqδl の閉立方体にふくまれる。したがって

µ pθpClqq ď p1 ` εqnµ pClq .

ところが αxl
´1 は一次変換だから、すでに 定理 3 において証明したように

µ pθpClqq “ µ
`

αxl

´1pφpClqq
˘

“ | detαxl
|´1

µ pφpClqq

が成り立つ。ゆえに

µ pφpClqq “ | detαxl
|µ pθpClqq ď p1 ` εqn | detαxl

|µ pClq (12)

をえる。一方、 (11) により

| detαxl
| ď p1 ` εq |detαx | px P Clq

がなりたつから、

| detαxl
|µ pClq “

ż

Cl

| detαxl
| dµ ď p1 ` εq

ż

Cl

|detα | dµ. (13)

(12) と (13) とから

µ pφpClqq ď p1 ` εqn`1

ż

Cl

| detα | dµ pl “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q

が得られる。ここで l が任意のラベルだったことを思い出し、α を Dφ と書き直して、l “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ にわたっ

て左右の和をとれば

µ pφpBqq ď p1 ` εqn`1

ż

B

| detDφ | dµ.

最後に ε Ñ 0 の極限をとれば (7) を得る。 ˝

補題 5. B を B がコンパクトで、B Ă V なるような可測集合とする。このときやはり (7) が成りたつ。
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証明 F を基本集合で、B Ă F , F Ă V をみたすようなものとする。ε を任意の正数としよう。F はコンパク

トだから正数 δ があって、G が可測で、G Ă F , µ pGq ă δ ならば

ż

G

| detDφ | dµ ă ε

がなりたっている。

そのような δ にたいし、tEiu をどのふたつもたがいに素な可算個の基本集合で、

B Ă

8
ď

i“1

Ei, Ei Ă F,
8
ÿ

i“1

µ pEiq ă µ pBq ` δ

をみたすようなものとする。すると φpBq Ă
Ť8

i“1 φpEiq だから、E “
Ť8

i“1Ei とおくと、補題 4 により

µ pφpBqq ď

8
ÿ

i“1

µ pφpEiqq ď

8
ÿ

i“1

ż

Ei

|detDφ | dµ “

ż

E

| detDφ | dµ. (14)

ところが E zB Ă F で µ pE zBq “ µ pEq ´ µ pBq ă δ だから

ż

E

| detDφ | dµ´

ż

B

| detDφ | dµ “

ż

E z B

| detDφ | dµ ă ε. (15)

(14) と (15) から

µ pφpBqq ď

ż

B

| detDφ | dµ` ε.

ε は任意だったから、ここからやはり (7) をえる。 ˝

補題 6. f : Rn Ñ R を非負可測単関数で、supp f Ă U なるものとする。このとき (6) が成り立つ。

証明 補題 5 から明らか。 ˝

補題 7. f : Rn Ñ R を非負可測関数とし、supp f がコンパクトで、supp f Ă U なるものとする。このとき

(6) が成りたつ。

証明 f は非負可測単関数の増大列 ttiu をもちいて f “ limiÑ8 ti とかけるが、A “ supp f , si “ χA ¨ ti と

おくとやはり tsiu は増大する非負可測単関数の列で、f “ limiÑ8 si かつ supp si Ă A Ă U をみたす。よっ

て補題 6 により

ż

U

si dµ ď

ż

V

psi ˝ φq | detDφ | dµ pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

i Ñ 8 の極限をとると、やはり (6) が得られる。 ˝

最後に f が一般の非負可測関数の場合、tKiu をコンパクト集合の増大列で、U “
Ť8

i“1Ki なるものとす

る。fi “ f ¨χKi とおけば、tfiu は非負可測関数の増大列で、f “ limiÑ8 fi である。しかも supp fi Ă U は

コンパクトである。ゆえに補題 7 により

ż

U

fi dµ ď

ż

V

pfi ˝ φq |detDφ | dµ pi “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ q.

i Ñ 8 の極限をとれば、(6) が得られる。証明終わり。
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