
� ��� � ��� � 	

�����

2009 � 12 � 31 �
���

���������! #"%$'&�(*),+�-�.0/21�3�4�52687:9;$,<�=*>�?A@CBED0FHGJI;K�$!L��06�M�5�N�O�)QP*R
K68S2TVUJW�X

( Y0Z�[ C)
$'\;]V>^7

K
$,_V.^`JaV>:/b=QcJdV$

n e;f�g;h2i �;?A@CB�D�F hJikjml�[,n 5o;p0)'qV$ hJi >!r2s�t�M�5�u j 6�vxw n 3J4�5'NQyJz�t��0u�$'{JL*$����!�E.b-�4;|!}:~�.m�J��O05'N

1 �����������
�2�*�A�A� �����;�V�E�V�����;�������#�8 E¡£¢!¤¦¥k§Q¨ª©¬«®x©¬«x��¯E°��©¬±®x©³²:´¦µ�¶V0·¸©º¹EA�J»
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(
©ÒÑE«®Ó¨:ÔAÉVÈ®�J�E�ÓÕÐ�;Ö®×Ó¨�ØÓÙ�¢QÈ®ÚAÊ

) Û
�8ÜEÝxÞJßAà áVâ�±

R
��ã��2äEå�¨ À Ô

n æ*ç®è�éEê �Q¤E�V�kÕÐ��Ö®×Ó¨ n ë R-
ÜVÝ ¿Qì�í Û n æ R- éVêî ¹�� ¼:ï ±

( ðQñ � n ≥ 2
¼ §2ò�ó*ô�¨Jõ�á�â

)
�

Mn(R)
¿ � ½ Û¦ö ¢8È Mn(R)

¨:÷ Ä Ê2áVø®ã
(
×�ã

)
î ¹

�0Ô ½ ÊQ«Í�
GLn(R)

¿ � ½ Û
K
�8¹ ¿8ï Ê Û A, B ∈ Mn(K)

�
Q ∈ GLn(K) ù:ú�û ¢8È B = Q−1AQ

ÕÐÚ®Ê ¿0ü ¤
A ∼ B

¿ �kÉ*È:¤
A
¿

B�JýxÉA¨Qß�àkÕ®ÚÐÊ ¿ ÉÇþ Û:ÿ�� ��Ù#§��Ó¨����	��
ÐÕÐÚAÊ Û�E������x�
K ù ��������¹ ( ��� ò K = C)

ÕAÚÐÊ����x¨;¤������
A ∈ Mn(K) ù�� � ¶	!#"$��%E� ¿2ì ò

ñ Ê'&)( ¼ �Ç� À Æ+* éEê ¨ ÿ�� ¼ ð ¿ ��, ï ð ¿ ÕÐÚÓÊ Û¦ö �.-0/ÓÕV¤ Hamilton-Cayley
� Á  

(A
�.&)1

2�3)4
χA(t)

¨;Î£¢QÈ
χA(A) = 0 ù ä6587ÓÔ ð ¿ )

À:9 Ù¦¥ ñ Ê�Õ®Ú#;kþ Û
�=<)>�?0@ ð ��*�A®¨;���kÕÐ�0×0BDC��.E�FÇ�2°ÓÉ¦Ê Û ×0BDC �'E�F¦ÕÐ� K- éEê A

�HG.I�Ú*Ô��£þb�0JK5
¨

A
��&�1 éEê tE − A ( ð8ñ � K[t]- é�ê )

�:L þ Û
ökð Õ�M�N K[t]- éVê î ¹ �2Î�Ï ¿,ï Ê�© �V��OV�®k¨�ÔAÉVÈDP�Q¦Ê Û
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R0S �
3
Ô®�;��� é�ê � Mn(K[t])

¨:÷ Ä Ê�<�>EÜ�Ý ¿2ìVíUT

P(i, j) =

































































E1

(i)
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( j)
...

· · · 0 · · · 1 · · ·

... E2
...

· · · 1 · · · 0 · · ·
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... E3

































































(i < j), Q(i ; u) =
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(i)
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· · · u · · ·
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(u ∈ K×)

R(i, j ; c(t)) =

































































E6

(i)
...

( j)
...

· · · 1 · · · c(t) · · ·

... E7
...

· · · 0 · · · 1 · · ·

...
... E8

































































(i , j).

ðÐð Õ E1 . . .E8
�DVXW ¼HY ²)Zk�*×�[ é®ê ÕÓÚkÊ Û �Ó· é®ê ��\ Á ¥ ñ ÈÐÉ ¼ ÉH�#]Í��ä®åÍ� ï QÐÈ 0

¿
ï Ê Û

P(i, j)
�*×�[ éAê �.^ i é ¿ ^ j é ��_�â ¢.* À � (

^
i ê ¿ ^ j ê �H_0â�¢�* À � ¿=` Æ�È À �ba )

�;¤
Q(i ; u)

�:×�[ é®ê � (i, i)
äAåÍ��×Aã

u
¨�_ ü â � * À �¦���dc ï Ê Û R(i, j ; c(t))

�0×�[ éAê ��^ (i, j)
äAå

¨
c(t)
�8Ñ � * À �®�=�ec ï Ê ( f � i < j

�����#�=,�¢8ÈV÷g5H¤ ö�ñ�h#� c(t)
�;Î�iE� j5$kE¨'l#Ê

) Û��� é�ê ��m ¼ áVøÓÕ:¤Vø éEê À �V� éEê Õ®Ú®Ê T
P(i, j) · P(i, j) = E, Q(i ; u) · Q(i ; u−1) = E, R(i, j ; c(t)) · R(i, j ;−c(t)) = E.

�E� éEê �.n î ¹��'o)� � GLn(K[t])
��p®å�«Ç�2ä ï ÛÍð2ñ �Ó¢�ò § ½ P

¿ � ½ Û ( q �.rÓÕ:å��kÊ�jÓþ;¨
P = GLn(K[t])

ÕAÚ®Ê
) Û

K[t]- éEê A(t)
¨;Î�¢!¤E�V� é�ê �'s0�¾§ut Ä Ê ð ¿ � A(t)

� é ��L þuvA¯ÐÕÓÚX5H¤E�V� éEê ��w#�¾§xt ÄÊ ð ¿ � A(t)
� ê �=L þuv�¯ÓÕ®Ú®Ê Û ¿Ð½ ¨

• P(i, j)
��s

[
w

]
� §yt Ä ÊzvE¯k�

A(t)
�.^

i é [ ê ]
¿ ^

j é [ ê ]
��{�â ï Ê=vA¯x¨�|�¢2É Û

• Q(i; u)
�zs

[
w

]
� §ut Ä Ê=vE¯��

A(t)
�'^

i é [ ê ]
�

u } ï Ê�vE¯x¨'|�¢QÉ Û
• R(i, j; c(t))

��s
[
w

]
�¾§ut Ä Ê�vE¯��

A(t)
�'^

i é [
^

j ê ]
¨

A(t)
�'^

j é [
^

i ê ]
�

c(t) } �,Ñ �Ê�vE¯x¨�|�¢QÉ Û
K[t]- é®ê ¨�Î�¢,¤E�E� éÐê �Dn �'s [

w
]
��§�t Ä Ê'vÐ¯¾�z~

[ � ]
<0>0?�@ ¿ É£þ Û s���§ À w���§ À tÄ Ê�vÐ¯Í��<)>�?#@ ¿ É þ Û ���0O��#� Mn(K[t])

¨�Î ï Ê�GDn�«
P × P

�DsE¯A°¦ÕÓÚÐÊ T
(P(t),Q(t)) A(t) =

P(t)A(t)Q(t)−1 ÛÀ ¢
A(t)

¨��V��O��Í�:��¢,È
B(t) ù+� § ñ * ¼ §Qò;¤�Ô�Md5 B(t) ù A(t)

�����kA¨*ÚÐÊ ¼ §Jò
A(t)

¿
B(t)�JýxÉA¨����¦Õ®ÚÐÊ ¿ ÉEÉ�¤*�E�ÓÕÓ�.�H�

A(t) ↔ B(t)
�2°ÐÉVÈD� ï ÛÍð ���z
�� ÀD� ;����D�	�z
ÓÕ®ÚÐÊ Û

���0�+�VÜEÝ ðAð ÕÓ�	�$�x�����#� K[t]- é�ê A(t) ù0æ �H�#* � � K[t]- éEê E(t)
¨�Î�| ¼ ð ¿ ��, ï ð ¿Õ®ÚÐÊ T

(1) E(t) =

























e1(t)
. . .

en(t)
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ðEð Õ e1(t), . . . , en(t)
�

ei(t) | ei+1(t) (1 ≤ i ≤ n− 1)
�)�z
#�z��* ï 2H3�4 Õ�¤��

ei(t)
�H���d��� 2�3�4 Õ®Ú

Ê ¿8ï Ê Û
ð ��jÓþ ¼ é�ê E(t)

�Q�V�ÓÕÓ�+���+�*ÜEÝ ¿Qì�í Û
�0�

1.1.
�0�Ç� éÐê A(t)

� æ �+10�¾� À Ô é®ê B(t)
¨0Î0|�Õ¦ÚkÊ Û ï¦¼ J � B(t)

� ï QÐÈx�0äÐåÍ�0ä®å
b11(t)

� } ã®Õ®ÚÐÊ T
(2) b11(t) | bi j(t) (∀i, j)

���
A(t) = 0

¼ §2òe�2Ù
(B(t) = A(t)

Õ	j�É
) Û

A(t) , 0
�'���E¤���� ¼ § é ��_�âA¤ ê ��_�â (

�V��O�� ��ó��
)
� é þ ð ¿ Õ:¤ (1, 1)

äEåx¨�õ
0
ã�� À Æ�È

½ Ê ð ¿ ù Õ ü ÊD�Ç§b¤����0�¾§ A(t)
�

a11(t) , 0
�=��* ïÇ¿x�EÁ ¢8È À ó:ô)1#�= #J ¼ É Û9 Ù®�

a11(t)
� æ � p(≥ 0)

¨0� ï Ê�¡)¢)F�¨�j*Ê Û MDN p = 0
�'�0� ��¤

a11(t)
�0×Eã Ã � §

B(t) = A(t)
Õ

j�É Û
p − 1

M�Õ Á   ��£�¤ ù ä�7�¢2ÈAÉÐÊ ¿¥�EÁÐï Ê Û A(t)
� ï QEÈÓ�;ä�å ù a11(t)

� } ã ¼ §2ò B(t) = A(t)
Õej

É Û A(t)
��ä�åx� ¼ �Ð¨

a11(t)
� } ã ¿Q¼ § ¼ É:ã ù Ú®Ê������ æ �'¦�§¨5�¨;å Ä § ñ Ê T

1. a11(t)
� } ã ¿8¼ § ¼ É0ã ù A(t)

�©^
1 é ¨VÚÐÊ=��� Û

2. a11(t)
� } ã ¿8¼ § ¼ É0ã ù A(t)

�©^
1 ê ¨VÚÐÊ=���

3. A(t)
�©^

1 é ¿ ^ 1 ê ��ä�åk� ï QEÈ a11(t)
� } ãEÕ:¤ a11(t)

� } ã ¿8¼ § ¼ É:ã ù A(t)
�

2 é � R�ª��Ô
2 ê � R�ª ¨�« ñ Êz��� Û^Aók������¤

a1 j(t) ( 2 ≤ j)
�

a11(t)
� } ãEÕ ¼ É�äVå ¿ ¢�jÐþ Û

a1 j(t) = a11(t)q(t) + r(t), deg r(t) < deg a11(t)

¿ ÷®É*È0¤ æ �;����OV�Ç� é þ T
1.
^

1 ê � −q(t) } � ^ j ê ¨JÑ � Ê Û
2.
^

1 ê ¿ ^ j ê ��¬ ñH�� Ê Û


































a11(t) . . . a1 j(t) . . .

∗ ∗

...
...

∗ ∗



































↔



































a11(t) . . . r(t) . . .

∗ ∗

...
...

∗ ∗



































↔



































r(t) . . . a11(t) . . .

∗ ∗

...
...

∗ ∗



































ï Ê ¿
(1, 1)

ä®å#¨
r(t) , 0 ù « ñ Ê ÛÍð � é®ê � A′(t)

¿ � ½V¿ ¤
deg r(t) < p

Ã ��§�¡)¢0F#� �®Á ¨�jd5
A′(t)

�'®�¯
(2)
�z��* ï

B(t)
¨�Î�|ÐÕÐÚ®Ê Û ¢�* ù Æ;È A(t)

À
B(t)

¨;Î�|¦Õ®ÚAÊ Û^�° ����� À ��±ÓÕAÚ®Ê Û^�¦ �����E¤
a11(t)

� } ãAÕ ¼ É�äEå#� ai j(t) (2 ≤ i, 2 ≤ j)
¿8ï Ê Û ai1(t) = a11(t) · d(t)

¿ ÷AÉVÈ0¤ æ �;�V�)O�Í� é þ T
1.
^

1 é � −d(t) } �X^ i é ¨JÑ � Ê Û
2.
^

i é �X^ 1 é ¨JÑ � Ê Û
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a11(t) . . . a1 j(t) . . .
...

...

ai1(t) . . . ai j(t) . . .
...

...









































↔









































a11(t) . . . a1 j(t) . . .
...

...

0 . . . ai j(t) − d(t)a1 j(t) . . .
...

...









































↔









































a11(t) . . . (1 − d(t))a1 j(t) + ai j(t) . . .
...

...

0 . . . ai j(t) − d(t)a1 j(t) . . .
...

...









































ð ��²�³®¤ (1, j)
äAå�¨

(1 − d(t))a1 j(t) + ai j(t) ù l Ê ÛÍð2ñ � a11(t)
� } ã®Õ ¼ É ( a1 j(t) ù a11(t)

� } ãAÕ*¤
ai j(t) ù a11(t)

� } ãÐÕ ¼ É��£§ ) Û�h�� ¨ ð � éEê � A′(t)
¿ � ½*¿ ¤

A′(t)
�.^®ók�'�)��¨0W�ÈÓ�0Mb5H¤�´#¨

,�¢'*�jÓþ2¨�®�¯
(2)
�z��* ï é�ê B(t)

¨�Î�|ÓÕÐÚ®Ê Û ¢�* ù Æ;È A(t)
À

B(t)
¨;Î�|ÓÕ®Ú®Ê Û �

���
1.2. A(t) = (ai j(t)) ↔ A′(t) = (a′i j(t))

¿,ï Ê Û#ð � ¿0ü d(t) | ai j(t) ( ∀i, j)
¼ §Qò

d(t) | a′i j(t) ( ∀i, j)
Õ®Ú®Ê Û

��� ðQñ ���V�)O*��� 4 �=µ ñ òVÙÍ§�� Ã � §m¤)¶�·��zP#Q ¼ É (
r�P��'¸�¹

1.5
�=º)»

) Û �

¼0½
1.3.
����� é�ê A(t)

��×�BDC é�ê ¨;Î�|¦Õ®ÚAÊ Û
���

A(t)
� æ � n

¨�� ï Ê�¡�¢�F�¨�j0Ê ÛM�N
n = 1

�'���x�e�QÙ:ÕÐÚ®Ê Û
n − 1

M0ÕÐ� Á  ���ä�7 ¿��EÁÓï Ê Û A(t) = 0
¼ §2ò

A(t) ù ï ÕÓ¨0×)B+C éAê Ã �£§ 9 ��� ¥ ¼ É ÛÓöxð Õ RS ¤
A(t) , 0

¿���ÁÐï Ê ù ¤�¸�¹ 1.1
¨�j:Ê ¿

A(t)
¨:ÔAÉ*È æ �'®�¯ ù ä¾5¿7ÇÆ�È®ÉÓÊ ¿��EÁ ¢8È	j�É T A(t)� ï QEÈÐ�;ä�åx�

a11(t)(, 0)
� } ãAÕÐÚAÊ Û

ð�ð Õ æ �;�V��O��#� é þ Û
1.
^

1 é ¨�VbW ¼ ×�ã���t Ä È:¤ a11(t)
�����e�D� 2�3�4

e1(t)
¨'O � Ê Û

2.
^

2 é R�ª �.� é ¨X^ 1 é ��VeW ¼ } ãx�QÑ � È:¤ (1,1)
ä�å#�DÀ ½ ^

1 ê � ï Q�ÈÓ�Jä�å#� 0
¨ ï Ê Û

3.
��±x¨x¢8È

(1, 1)
äEå#�DÀ ½ ^

1 é � ï QEÈÐ�;äEå#� 0
¨ ï Ê Û

ð ��jÓþ2¨x¢8È�Á'l�k ù Ê éVê � A′(t) = (a′i j(t))
¿ ÷ ½ Û



































a11(t) a12(t) . . . a1n(t)
a21(t) a22(t) . . . a2n(t)
...

...
...

an1(t) an2(t) . . . ann(t)



































↔



































e1(t) 0 . . . 0
0 a′22(t) . . . a′2n(t)
...

...
...

0 a′n2(t) . . . a′nn(t)



































¥;È:¤�¡�¢�Fx� �EÁ �¾§m¤ éEê (a′i j)2≤i,2≤ j
��×0B�C éEê (e2(t), . . . , en(t))

¨�Î�|ÓÕÐÚ®Ê ÛÇð8ñ � A′(t)
�

2 é �R�ª ¿
2 ê � R)ª ¨;�V��OV�Ç�:� ï ð ¿ Õ A′(t)

� æ �H�0* � ¨'OV�¦Õ ü Ê ð ¿ �:�	c ï Ê Û


































e1(t) 0 . . . 0
0 e2(t)
...

. . .

0 en(t)



































ð�ð Õ+¸�¹ 1.2
¨�j	5

e1(t) | ei(t) (2 ≤ i) ù ä¾5¿7 Æ;ÈAÉÓÊ ð ¿ ¨'Â�� ï Ê ¿ ¤ ð � éEê �0×)B�C é�ê Õ®Ú®Ê ¿å#�kÊ Û
4



¢�* ù Æ;È A(t)
�0×)BDC éVê ¨;Î�|ÓÕ®Ú®Ê Û �

¼0½
1.4. 1.

á�ø ¼ ×)BDC éVê ��×�[ éVê Õ®Ú®Ê Û
2.
á�ø é�ê �0×+[ éEê ¨JÎ�|ÓÕÐÚ®Ê Û

3.
á�ø é�ê ���*� éEê ��n��+�#* � ¨;� Ä Ê Û

4.
á�ø é�ê ��s*�V�)OV� ÃAÄ Õ À wV����OV� ÃEÄ Õ À ×H[ é�ê ¨zÃ�� ñ Ê Û

���
1. X(t) = (xi j)

�;×0B�C éEê E(t)
�Jø é�ê ¿,ï Ê ¿ ¤

























e1(t)
. . .

en(t)

















































·

...

. . . . . . xnn(t)

























=

























1
. . .

1

























ïÓ¼ J �
en(t)xnn(t) = 1 ÛÇð®ð ��§;Ù¾§��k¨ en(t) = 1 Û�h�� ¨ e1(t) = · · · = en(t) = 1

¿;¼ Æ�È
E(t)

�*×�[
é�ê®Û
2. A(t)

�JáAø é®ê ¤ P(t),Q(t) ∈ P
¤

E(t)
��×0BHC éEê ¤ P(t)A(t)Q(t) = E(t)

¿8ï Ê Û ï Ê ¿ E(t)
��áAø Ã �

§b¤
1.
¨�j5

E(t) = E
Õ®ÚÐÊ Û�Ä ¨

(3) P(t)A(t)Q(t) = E.

A(t)
��×+[ é�ê ¨�Î�|ÓÕÐÚ®Ê Û

3. (3)
� §

A(t) = P(t)−1Q(t)−1 Õ0¤�w�Å �J�V� é�ê ��nÐÕÐÚ®Ê Û
4. (3)

�¾§'MH*
P(t)A(t) = Q(t)−1 Û ¢�* ù Æ;È Q(t)P(t)A(t) = E

Õ0¤ ðQñ � A(t) ù s��V��O�� ÃAÄ Õ E
¨�Ã��

ñ Ê ð ¿ �=,�¢8È®É®Ê Û ��±k¨�¢8È A(t)
�.wV�V�)OV� Ã�Ä Õ À

E
¨�Ã#� ñ Ê Û �

�8ÜEÝ)Æ��D�ÈÇ��)��� æ ¨zÉ � § ñ * éEê A(t)
¨;Î�| ¼ ×0B�C éEê E(t)

��óH��1#� 9 Ù�¢+j¦þ Û
ð ��*�AA¨ é�ê 4 B�C {dk(t)}

�����Í�:Ã�¬ ï Ê Û
A(t)

� ï QÓÈk�
k æ0ÊAé®ê 4 ���0Ë0Ì0ÍÓãÍ� dk(t)

¿ � ½
(1 ≤ k ≤ n) Û d1(t), . . . , dn(t)

�
A(t)

�;Ü®Ý�Æ�
� ¿2ìVí Û
���

1.5. A(t)
¨;�V�)O*�Í����¢,È À éEê 4 BDC��.Î�OÐÕ®ÚÐÊ Û

���
A(t)

¨
P(i, j), Q(i; u), R(i, j; c(t))

�*É�N ñ �¦�zs#� §y��¢�* À �A� A′(t)
¿ � ½ Û�V� é�ê �=t Ä Êz-�/#� ½ JÍ¢ ½ µ ñ òJ¤ A′(t)

�
k æ�Ê�éEê 4 ∆′(t) � ï QEÈ

∆
′(t) = u∆1(t) + c(t)∆2(t)

�+�#* � ¨;� Ä Ê ð ¿ ù å��¦Ê ÛÇðVð Õ ∆1(t),∆2(t)
�

A(t)
�

k æ�Ê�éEê 4 ¤ u
�

K
�0×Vã®Õ

c(t) ∈ K[t]
ÕÐÚ

Ê Û)h#� ¨ dk(t) |∆′(t)
Õ*¤ ð2ñ®ù ���#� ∆′(t) ¨�Î�¢2È0ä¨5y7¦Ô��¾§'¤ dk(t) | d′k(t)

ÕÐÚÐÊ Û ¢.* ù Æ;È*¤����OV� �Já�ø�1#� §.M+*
d′k(t) | dk(t)

À Ã�� ñ ¤ h#� ¨ dk(t) = d′k(t)
¿2¼ Ê Û �

���
1.6.

×)B�C é�ê E(t)� é�ê 4 B�CÍ� { dk(t) }
¿ � ½0¿ ¤

(4) d1(t) = e1(t), d2(t) = e1(t)e2(t), . . . , dn(t) = e1(t)e2(t) · · · en(t)

ù ä¾5¿7ÓÔ Û
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��� ðQñ � (1)
�¾§QÙÍ§���ÕÐÚ0;xþ Û �

ðEð � §bå#�¦Ê#jÐþ2¨'°ÓÔ®�0×)BDC éVê E1(t)
¿

E2(t) ù Î�| ¼ §Jò�a8ÔÓ� E1(t) = E2(t) ù ä65Ï7¦Ô Û¢'* ù Æ;È
¼0½

1.7. éEê A(t)
¨;Î£¢'¤ ö�ñ ¨�Î�| ¼ ×)B.C éVê E(t) ù * Ã ó+§¾5�¨ Á MVÊ Û E(t)

��Î�iVäEå
{ ek(t) }k

�
A(t)

�H�����
(elementary divisors)

¿8ìVí Û#ðQñ § ¿ A(t)
� éEê 4 BDC { dk(t) }k

¿ � 4
(4)
ÕH²kò ñ ÈEÉÐÊ Û

j�Æ;È
A(t)

��×0B�CÇ�=Ð�AÓÊ*��¨ æ ��°¦Ô®� è F ù ÚAÊ Û
1. A(t)

¨;�V�)O*�Í����¢,È�×)BDC é�ê �=Ã ü ¤ ö ��Î�i�äEå#�Ç§xÐ�AÓÊ è F Û
2. A(t)

� é�ê 4 B�CÇ�zÑHÒ�¢8È:¤ ö¦ð � § 4 (4)
¨x¢�* ù ÆJÈDÐAÐÊ è F Û

�:Ó�ÔEÜ�Ý
A ∈ Mn(K)

¨;Î£¢8È
tE − A ∈ Mn(K[t])

�
A
�zÓ�ÔEÜEÝ ¿Qì ò ñ Ê Û

A, B ∈ Mn(K)
¿�ï Ê Û A ∼ B

¼ §Jò
tE−A ↔ tE−B

ÕEÚÐÊ ð ¿ �.µE· ï É ÛHq�Õ Q ∈ GLn(K)
¤

B = Q−1AQÕ®ÚÐÊ ¿,ï Ê ¿ ¤
tE − B = Q−1(tE − A)Q Ûø ¨

tE − A ↔ tE − B
� §

A ∼ B ù Ã�� ñ Ê ð ¿ � æ�Ö ÕD, ï Û
2 K[t]-

×ÙØ

�
K[t]- Ú�Û ��ÜA�V�x¨:÷AÉ:È�Ý�XÞ ¶Hß�àA��ãÓ¨H���ÓÊ�
V�x��¤.á�§:�Ð�J¹�¨'â ï ÊQ�ÐÕÐÚÓÆ�* ù ¤ ð2ñ �ó:ô �J±�¨)M�ÕDã�¤#¢�* À � ù Ñ�« �J �äÓÕ®Ú®Ê Û * Ã ¢ R)S ÕÐ�;áVâ�±kA�2ÑE«�¨0ÔAÉ*È ÃAÄ ØÓÙ ï Ê Û
R
�8áAâ�± ¿,ï Ê Û R- Ú�Û ¿ ��Ñ�F�« V

¨
R ù ¯E°�¢8ÈAÉ�È0¤ ö ��¯E°Í� (a, x) ∈ R × V 7→ ax ∈ V

¿ � ½¿�ü ¤
a(x + y) = ax + ay, (a + b)x = ax + bx, (ab)x = a(bx), 1x = x

�=å�|�E¨'��* ï#À �A�0ÉÍþ Ûæ Ö Õ¦� K- é�ê �.ç)èÇ��ã�¤ ¢QÈ K[t]- éAê �.ç)èÇ�Dé � * ù ¤ ðAð Õ¦� K-
Ý	�©Þ ¶�ßeàA�'ç)èÇ�zã�¤ ¢

È
K[t]-

Ñ�«���ç)è ��é � jÐþ ÛMHN
Kn ��ã¤¾¢;È (K[t])n �Hé � Ê�� ù �$êkÕkÚ¦Ê Û n æ � K- ë Ýd�gÞ%¶#� Kn �:ã ¿ ¤ n æ � K- é®ê�

Kn ���®��O®â ¿ öVñ	ìVñ ��ó)íxÕ ü *ej�þ�¨:¤ n æ � K[t]- ë Ý �îÞ%¶ � (K[t])n �*ã ¿ ¤ n æ � K[t]-

éÐê � K[t]n �0�®��O®â ( ç ¢ ½�` þ ¿ K[t]-
��ï+%d�HÜ

)
¿ öVñ	ì�ñ ��ó)íxÕ ü Ê Û ï¦¼ J n æ K[t]- é®ê

A(t) = (ai j(t))
¨JÎ£¢!¤

























y1(t)
...

yn(t)

























=

























a11(t) . . . a1n(t)
...

...

an1(t) . . . ann(t)

















































x1(t)
...

xn(t)

























Õ ÁEÂ ¥ ñ Ê�ð�ñ (xi(t)) ∈ (K[t])n 7→ (yi(t)) ∈ (K[t])n � K[t]-
�'ï'%��.ÜkÕ®ÚÐÊ Û¦ö ¢QÈ�ø#¨ (K[t])n �'�����

K[t]-
��ï'%��.Ü � ð ��jÓþ2¨�óAÔÐ��¢=� À'ò ó®Ô®� éEê A(t)

�2°ÐÉVÈ Á�Â ¥ ñ Ê Û
æ ¨ A ∈ Mn(K)

¿ ¢�¤ ðJñ � Kn � K-
�V�0O�â ¿ �:ó�í ï Ê Û Kn

¿
A
�.ó

(Kn, A)
� æ �.�dc:Õ K[t]-

Ñ
« ¿ µ ¼*ï ð ¿ ù Õ ü Ê Û ïE¼ J � K[t]

�
Kn ô ��¯E° �

f (t)

























x1
...

xn

























= f (A)

























x1
...

xn
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¿^Á�ÂÓï ñ ò Kn � K[t]-
Ñ�«x¨ ¼ Ê ð ¿ ùHõ �)AÍ§ ñ Ê Û#ð�ð Õ f (t) = a0 + a1t + a2t2

+ · · · + aktk ¨�Î¾¢
f (A) = a0 + a1A + a2A2

+ · · · + akAk

Õ®ÚÐÊ ÛÍð � K[t]-
ÑV« �'ö�÷ �

Kn ¨*Ú®Ê K-
Ý��ÈÞ ¶Hß�àA�'ö�÷ ¿¥ø 7�¢,È®ÉÐÊ Û ïE¼ J � a ∈ K

¿
x ∈ Kn¨;Î�¢'¤

ax
�

a
�

K[t]
��ã ¿¥ù Æ�È À �	a�²�³Í�=É � ÈAÉÓÊ Û

¼#½
2.1. A, B ∈ Mn(K)

¿8ï Ê Û A ∼ B
ÕÓÚÓÊ ð ¿ ù (Kn, A)

¿
(Kn, B) ù K[t]-

ÑA« ¿ ¢QÈ#��ÜkÕÓÚÐÊ�*�AÐ�
����úAå�®�¯ÐÕÐÚÐÊ Û ¶£¢ ½u` þ ¿ Q ∈ GLn(K)

¨�Î£¢
B = Q−1AQ

Õ®ÚÐÊ ð ¿�¿ ¤ Q ù (Kn, B)
� §

(Kn, A)
ô � K[t]-

�'ÜÓÕÐÚAÊ ð ¿�¿ �����ÓÕ®ÚAÊ Û
���

B = Q−1AQ
¿,ï Ê ¿ ¤������

x ∈ (Kn, B)
¨;Î�¢

Q(tx) = Q(Bx) = A(Qx) = t(Qx)

ù ä¨5¿7kÔ Û�h#� ¨ Q
�

K[t]-
��Ü¦ÕÐÚÐÊ Û ø#¨ Q ù K[t]-

��Ü ¼ §Jò
QB = AQ

ÕÐÚÐÊ ð ¿VÀ kÐ� 4 �¾§!Ëm.û ñ Ê Û �

¢.* ù Æ;È K- éEê � ÿ)��ü ¿ � ` É�â �Vñ ò�¤ Kn ¨�¬#Ê K[t]-
Ñ�«0ö�÷ ����Ü ü ÕÓÚÓÊ Û * Ã ¢ ðAð Õ®Éþ

K[t]-
Ñ�«�ö�÷ �

Kn � À Ô K-
Ý�XÞ ¶HßàE�'ö�÷ ¿¥ø 7 ï Ê À ��¨�ýÐÊ Û

�
K[t]- Ú�Û Þ.þ�ÿ���Ý tE − A ↔ tE − B

¼ §Qò
A ∼ B ù ä6587ÐÔ ð ¿ �:, ö þ ÛMDN æ � f 4 �Dé � Ê T

(5) 0 −−−−−−→ (K[t])n ϕA
−−−−−−→ (K[t])n ψA

−−−−−−→ (Kn, A) −−−−−−→ 0

ðEð Õ ϕA : (K[t])n → (K[t])n ��&�1 é�ê tE − A
� Á*ÂÓï Ê

K[t]-
%�'ÜÓÕÐÚ®Ê T

ϕA(p(t)) = (tE − A)p(t).

ψA : (K[t])n → (Kn, A)
�

ψA(q(t)) = q1(t)e1 + · · · + qn(t)en = q1(A)e1 + · · · + qn(A)enÕ Á�Â ¥ ñ Ê K[t]-
%���ÜÓÕAÚÐÊ Û

¼0½
2.2.
k*Õ ÁVÂ ¢'*

ϕA, ψA
¨0Ô®É:È æ � ð ¿ ù ä6587ÐÔ T

1. KerϕA = {0} Û Ô�Md5 ϕA
�0×��ÓÕ®Ú®Ê Û

2. ImgϕA ⊂ KerψA
Õ®ÚÐÊ Û

3. ψA
�
ψA(ei) = ei (i = 1 . . . n)

�=�* ï
K[t]-
%��.Ü ¿ ¢8ÈH&���� Ä § ñ Ê Û

4. (K[t])n
= ImgϕA ⊕Kn Û * Ã ¢ ð8ñ � K-

Ý	�XÞ ¶Hßà ¿ ¢,ÈÐ��G��ÐÕAÚÐÊ
(Kn � (K[t])n �
	�Õ®� K[t]-pEåVÑ�« ¿ � ¼ § ¼ É ð ¿ ¨.Â�� ) Û

5. ImgϕA = KerψA Û
6. ImgψA = (Kn, A) Û Ô�Md5 ψA

� î �¦Õ®ÚAÊ Û
���

1.) p(t) = (pi(t)) , 0
¿Qï Ê Û p1(t), . . . , pn(t)

� ¼ �EÕ æ �)��Ë#� À �Ó� pi(t)
¿ ¢!¤

d = deg pi(t)
¿ ÷ ½

¿
d ≥ 0 Û q(t) = (qi(t)) = ϕA(p(t))

¿ ÷ ½0¿ ¤
ϕA
� ÁVÂ j	5

qi(t) = tpi(t) −
n
∑

k=1

aik pk(t).
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ðEð Õ�^®ó 3 � æ � � d + 1
Õ:¤�^�° 3�R0ª ����� æ ��� d

R0S Ã �¾§^¤
deg qi(t) = d + 1

Õ ¼®Ä ñ ò ¼ § ¼É Û)h0� ¨ q(t) , 0
¿2¼ 5H¤

KerϕA = {0} ù 9 Ù¦¥ ñ * Û
2.)
Ô�Mb5

ψA(ϕA(p(t))) = 0 ÛÍð8ñ ��×� ¼ Ñ�ÒÓÕ�Á�È ½ ÊD�Ç§^Ë�Ìx¨.���kÊ Û
3.) a = (ai) ∈ Kn

¿8ï Ê ¿
ψA(a) = a1e1 + · · · + anen = a Û ø#¨ ψA ù ψA(ei) = ei (i = 1 . . .n)

�z�	* ï
K[t]-
%

�.Ü Ã ¿,ï Ê ¿ ¤������
q(t) = (qi(t)) ∈ (K[t])n ¨;Î£¢

ψA(q(t)) = ψA















n
∑

i=1

qi(t)ei















=

n
∑

i=1

qi(t)ψA(ei) =
n
∑

i=1

qi(t)ei.

4.)
��� �

q(t) = (qi(t)) ∈ (K[t])n ¨;Î£¢
























q1(t)
...

qn(t)

























=

























q1(t)
. . .

qn(t)

















































1
...

1

























.

¿ ð ; ù w�Å�� é�ê Q(t) = (q1(t), . . . , qn(t))
�

Q(t) = (tE − A)Q1(t) + Q ( Q ∈ Mn(K) )
�+�#* � ¨�� ï ð ¿ ùÕ ü Ê�� §

























q1(t)
...

qn(t)

























= (tE − A)

























p1(t)
...

pn(t)

























+

























r1
...

rn

























.

Ä ¨ q(t) ∈ ImgϕA + Kn Û
æ ¨ a ∈ ImgϕA∩Kn

¿�ï Ê ¿ ¤
ImgϕA ⊂ KerψA

Ã � §
ψA(a) = a = 0 Û ¢z* ù Æ�È ImgϕA+Kn

= ImgϕA⊕Kn Û
5.) KerψA ⊂ ImgϕA

�z,��kò�j�É Û 4.
¨ ¢'* ù É q(t) ∈ KerψA

�
q(t) = q1(t) + a, q1(t) ∈ ImgϕA, a ∈ Kn ¿å�¡ ï Ê ¿ ¤

2.
¿

3.
¨#j5

0 = ψA(q1(t) + a) = 0 + a.

h0� ¨ a = 0, q(t) = q1(t) ∈ ImgϕA
¿Q¼ Ê Û

6.) ðQñ � 3.
� §2Ù §$� Û

�

kÐ�
1, 5, 6

���* ï ¿:ü ¤ f 4 (5)
�

K[t]-
ÑA«#�'þ0ÿ��AÝ

(short exact sequence)
ÕÓÚÐÊ ¿ ÉÇþ ` É è �ï Ê Û

���
.
* Ã ¢ R�S ÕÐ�

1.
Õ+P#Q#* ð ¿ ¤ÓÔ�Me5 f 4 � 0 −→

�'p�åx���E° ¥ ñ ¼ É Û¥�È
A, B ∈ Mn(K)

¿ ¢'¤
tE − A

¿
tE − B

�;Î�|¦ÕAÚ®Ê ¿,ï Ê Û ï®¼ J � á�ø ¼ é�ê P(t),Q(t) ∈ GLn(K[t])

ù0úEû ¢^¤ tE − B = Q(t)−1(tE − A)P(t)
�z��* ï ¤ ` É;â � Ê ¿ ¤ S � f 4 �.s�EåÍ�,á�â ¨ ï Ê À � ¿�ï Ê Û

(6)

0 −−−−−−→ (K[t])n ϕB
−−−−−−→ (K[t])n ψB

−−−−−−→ (Kn, B) −−−−−−→ 0

P(t)










y

Q(t)










y











y

Q

0 −−−−−−→ (K[t])n ϕA
−−−−−−→ (K[t])n ψA

−−−−−−→ (Kn, A) −−−−−−→ 0

ð � ¿�ü w��EåÍ�,á�â ¨ ï Ê K[t]-
%���Ü

Q : (Kn, B)→ (Kn, A)
��ó���¨ Á Md5H¤ ö�ñ �

Q(ψB(q(t))) = ψA(Q(t)(q(t)))
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Õ ÁEÂ ¥ ñ Ê (Q ù well-defined
ÕÐÚÓÊ ð ¿ ¤ K[t]-

%��DÜÓÕÓÚÐÊ ð ¿ � õ �)A	j ) Û P(t),Q(t) ù áAø Ã � § QÀ áEøÓÕ®Ú®Ê Û Ô�Me5 Q
�

(Kn, B)
�

(Kn, A) ô � K[t]-
��ÜÓÕAÚÐÊ Û

ð ��jÓþ2¨x¢8È����,� æ � Á  Í� � * Û
¼0½

2.3. A, B ∈ Mn(K)
¿,ï Ê Û A ∼ B

ÕAÚ®Ê�*�AE�.����úEå�®�¯��
tE − A ↔ tE − B

ÕAÚ®Ê Û
�

Q
Þ������ k+�k�

Q ∈ Mn(K)
�

Q(t) ∈ Mn(K[t])
� § æ �#j¦þ2¨'Ñ�ÒÍ¥ ñ Ê Û M.N Q(t) = (tE − A)Q1(t)+

Q′, Q′ ∈ Mn(K)
¿,ï Ê ÛÍð � ¿0ü Q = Q′

Õ®ÚÐÊ ÛHq�Õ ¤������ x ∈ Kn ¨�Î£¢ Q(t)x = (tE − A)Q1(t)x + Q′x.

ðEð Õ+^®ó 3 � ImgϕA
��ã�¤�^�° 3 �

Kn ��ã Û�h0� ¨ ψA ( Q(t)x ) = Q′x Û ¢'* ù Æ;È Qx = ( Q ◦ ψB ) x =
( ψA ◦ Q(t) ) x = Q′x.

ð þ*¢8È æ � 4 � � * T
(7) Q(t) = (tE − A)Q1(t) + Q.

Q
� æ ��jÐþ2¨ À ÑHÒ¦Õ ü Ê Û Q(t) = tpCp + tp−1Cp−1 + · · · +C0

¿��
��ï Ê ¿ ¤
(8) Q = ApCp + Ap−1Cp−1 + · · · +C0.

Õ®ÚÐÊ ÛÍðQñ À p
¨)� ï Ê�¡�¢�FÐÕ�� �k¨�, ï ð ¿ ù Õ ü Ê Û ¶�·x��Ë�Ìk¨"!$#kÊ Û

�&%' (*))ÆÈÇxÓ�Ô*(*)0Æ
A ∈ Mn(K)

¿,ï Ê Û
IA =

{

f (t) ∈ K[t]
∣

∣

∣ f (A) = 0
}

¿ ÷ ½0¿ ¤
IA
�

K[t]
�*²V´Ðµ�¶®Õ®ÚAÊ Û�h#� ¨ IA

�
IA = K[t]mA(t)

¿ ÉÇþm�Í�Ó¢8ÈAÉÓÊ ÛÍðEð Õ�+AäAã mA(t)
�����d���*¨�ý ñ ò�ó���¨",dMd5H¤ ð8ñ � A

�-%�' (*))Æ ¿Qì*í Û
A
�'� Ê 2�304 � A

��&�1 é�ê tE − A
�.�)r���×0BDC

en(t)
¨0ó�. ï Ê ð ¿ � R)S ÕD, ö þ Û (6)

¨ � * æ� f 4 ��é � Ê Û

(9)

0 −−−−−−→ (K[t])n ϕA
−−−−−−→ (K[t])n ψA

−−−−−−→ (Kn, A) −−−−−−→ 0

P(t)










y

Q(t)










y











y

Q

0 −−−−−−→ (K[t])n ρ
−−−−−−→ (K[t])n π

−−−−−−→ (K[t])n/Imgρ −−−−−−→ 0

ð®ð Õ ρ : (K[t])n → (K[t])n � ϕA
¨�Î)| ¼ ×�BDC éAê E(t) = (ei(t))

Õ ÁEÂ ¥ ñ Ê K[t]-
%	�+Ü¦Õ*¤

P(t),Q(t)�:�Ð��O®����Ú#* � Ê�áÓø éÐê ÕkÚkÊ Û ϕA ù ×�� Ã � § ρ
À ×*� ÕkÚkÊ Û π : (K[t])n → (K[t])n/Img ρ

�
/ ÑA« ô �b�$ê ¼ î � Û�h�� ¨ Img ρ = Kerπ

�AÙÇ§��ÐÕV¤ f � S ÅÍ� K[t]-
ÑA«#��021 î ê ¿J¼ Æ�ÈÓÉkÊ Û

Q : (Kn, A) → (K[t])n/Imgρ
� f �QáEâ ¨ ï Ê ò óx� K[t]-

%���Ü ¿ ¢8È ÁVÂ ¥ ñ ¤ P(t),Q(t) ù áAø Ã � § QÀ áEøÓÕ®Ú®Ê Û ï®¼ J � Q
�

K[t]-
�'Ü¦Õ®Ú®Ê Û¥�È

f (t) ∈ K[t] ( f (A) = 0)
¿8ï Ê ¿ ¤

f ∈ IA
� © �����

x ∈ (Kn, A)
¨;Î¾¢

f (t)x = 0
 ���c ï Ê Û ¿ ð ;

ù K[t]-
�.Ü

Q
� ú�û ¨�je5%¤ ðQñ �.���#��ã π(q(t)) ∈ (K[t])n/Imgρ

¨�Î£¢2È
f (t)π(q(t)) = 0

ÕÓÚÐÊ ð ¿ ¨��� Û Ô�Md5 π( f (t)q(t)) = 0,
Ú®Ê:ÉE�

f (t)q(t) ∈ Img ρ
¿�` É�â � § ñ Ê T

f (t) ∈ IA ⇐⇒ f (t)q(t) ∈ Imgρ (∀q(t) ∈ (K[t])n)
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¿ ð ; ù Img ρ
¿ �

(e1(t)p1(t), . . . , en(t)pn(t)) (pi(t) ∈ K[t])

�J� ��ã¦��o�� Û ïE¼ J � f (t)q(t) ∈ Imgρ (∀q(t) ∈ (K[t])n)
�

























f (t)q1(t)
...

f (t)qn(t)

























=

























e1(t)p1(t)
...

en(t)pn(t)

























(∀qi(t) ∈ K[t],∃pi(t) ∈ K[t])

���ec�¨ ¼ Ê Û���¦¨;å��¦Ê#jÐþ2¨ ðQñEù ä6587ÓÔ0*�AA������úAå�®�¯�� en(t) | f (t)
ÚAÊ:ÉA�

f (t) ∈ K[t]en(t)
Õ®ÚÐÊ ð ¿ ÕÚ®Ê Û� ï Ê*¨

IA = K[t]mA(t) = K[t]en(t) Û#ð�ð �Ç§ mA(t) = en(t) ù ²�äÇ¥ ñ Ê ÛÍð þ*¢8È æ � Á  Ç� � * Û
¼0½

2.4. A
��� Ê 2H3�4 �'&�1 é�ê tE − A

����r���×)BDC�¨z|�¢2É Û
ð � Á  �� § Hamilton-Cayley

� Á   �*3 ¿ �54JÙ#§�� ¿Q¼ Ê Û ïA¼ J �
¼0½

2.5 (Hamilton-Cayley
Þ ¼0½

). A ∈ Mn(K)
�.&�1 éAê tE − A

� éEê 4 χA(t) = |tE − A|
�

A
�=Ó)Ô ( )

Æ ¿2ì ò ñ Ê Û ���x� A ∈ Mn(K)
¨�Î¾¢

χA(A) = 0

ù ä¾5¿7ÓÔ Û
�	� éÐê 4 B�CÇ� Á®Â ��§ χA(t) = dn(t) Û ó è ¤�¸0¹ 1.6

¨	jb5
dn(t) = e1(t) · · · en(t) Û ¢D* ù Æ0È χA(t) =

e1(t) · · · en(t) ÛÇðVð Õ æ Á  x¨�j	5 mA(t) = en(t)
Ã �Ç§b¤

mA(t) | χA(t)
¿2¼ Ê Û ¢�* ù Æ;È χA(A) = 0 Û �

3
6 758:9<;>=@?BA

R0S ÕÐ�
K
���*�����¹

( ��� ò K = C)
¿¥��ÁÐï Ê Û

�CEDGFIH$J!Ü�Ý
a ∈ K, k ≥ 1

¿�ï Ê Û

J(a, k) =



































a 1
a

. . . 1
a



































�+�#* � �
k æ K- éVê ��C5DKFIH2J�L M
NPO ¿Qì*Q ¤ a

� ö ��R�S�TA¤ k
� ë�U ¿8ìVí Û

V
3.1.

J(a, 1) =
[

a
]

, J(a, 2) =
[

a 1
0 a

]

, J(a, 3) =





















a 1 0
0 a 1
0 0 a





















, . . .

� � � ¶	!0"PW X�����ÕÐÚ®Ê Û
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J =

























J(a1, k1)
. . .

J(ai, ki)

























��j¦þ2¨ �b� ¶	!#"�W X��D�V�2Î�iE��kE¨�Y)QEÈ�Õ ü Ê éVê �CZDKF2H$J�Ü�Ý ¿2ìVí Û
V

3.2.

[

a
b

]

,





















a
b

c





















,





















a
b 1

b





















, . . .

� � � ¶	!0" é�ê (0
�\[2]

) Û
¥�È �b� ¶	!0" éVê ��¤ ö ��W X��D�0��Y íP^*_ ��(�¨ ï ñ ò æ �#jÓþ ¼ � ¿ ó*ÎAó¦¨;Î*`�¢8ÈEÉÓÊ ð ¿ ùå#�kÊ

(
�x� ê � ^*_ ��O � È À “

�ea
”
� ¿ µ ¼*ï À � ¿,ï Ê

) Û

(10)

a1 a2 . . . ap

k1,1 k1,2 . . . k1,p

k2,1 k2,2 . . . k2,p
...

...
...

kn,1 kn,2 . . . kn,p

ð�ð Õ p
�

1 ≤ p ≤ n
¼ Ê\aE�A¤

a1, . . . , ap
�

K
¨.â ï ÊQ�ÓÕ:¤

i , j
¼ §2ò

ai , a j
Õ®ÚÐÊ ¿,ï Ê ÛÇðQñ §J�

J
� � � ¶	!#"PW�X��D�*� ÿb ¼ ÊPcPd��x¨�Î*`¾¢QÈAÉÓÊ Û � a j

� S ¨-e ½ {
ki, j

}

1≤i≤n

�
0 ≤ k1, j ≤ k2, j ≤ · · · ≤ kn, j , 0,(11)

n
∑

i=1

p
∑

j=1

ki, j = n(12)

���* ï aE� ê Õ:¤ ki, j
�.�Í¥ ñ *�fÈ�;� �d� ¶e!)"PW�X��D� J(a j, ki, j)

�=� ï
( ki, j = 0

���)�V¤�Î ` ï Ê �b�¶	!#"PW X��D�:�'ß é�ê ¿,ï Ê ) Û
V

3.3. �b� ¶	!0" éEê






































a 1
a

a
a

b







































¨;Î*` ï Ê=���
a b

1
1
2 1

( 0
�'¬#Ê\fx�'ßEg0¨k¢8ÈÐÚ®Ê

) Û
�CEDGFIH$J!Ü�Ý�ÞzÓ�ÔAÜ�Ý �a�AA¨ � � ¶	!0"PW X���� J(a, k)

�'&�1 éVê tEk − J(a, k)
¨0ÔAÉVÈ

(13) tEk − J(a, k) ↔



































1
. . .

1
(t − a)k
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�=, ö þ Û
ð2ñ � é�ê 4 BDC#�zÑ�Ò�¢,È0m ñ ò;å0�kÊ Û l < k

¿,ï Ê ¿ S ��jÓþ ¼
l æ�Ê�éEê 4 ù Ô�#Ð¨�Ú®Ê Û

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
t − a −1

t − a
. . .

−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(l æ )

ð �.�x�VÙ#§$�Ð¨ (−1)l Û�h#� ¨ dl(t) = 1 Ûó è tEk − J(a, k)
î ¹x� éEê 4 �

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t − a −1
t − a

. . . −1
t − a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ð �.� À Ù#§$�Ð¨ (t − a)k Û)h0� ¨ dk(t) = (t − a)k Û¢'* ù Æ;È tEk − J(a, k)
�0×)B�C��

1, 1, . . . , 1, (t − a)k
¿Q¼ Æ;È

(13)
� � Ê Û

æ ¨ �b� ¶	!0" éVê �.&�1 éEê (
] ¢QÈ�C5DKFIH$J�Ó�ÔEÜEÝ

)
��×0B.CÍ��Ð�A�j¦þ Û*æ ��¸�¹ ù�h ¨ ¼ Ê Û

���
3.1. a(t), b(t) ∈ K[t]

¿,ï Ê Û d(t) = ( a(t), b(t) ), m(t) = [ a(t), b(t) ]
¿ ÷ ½0¿ ¤

[

a(t) 0
0 b(t)

]

↔

[

d(t) 0
0 m(t)

]

Õ®ÚÐÊ Û ¿Ð½ ¨ a(t)
¿

b(t) ù ýxÉA¨-i ¼ §2ò�¤
[

a(t) 0
0 b(t)

]

↔

[

1 0
0 a(t)b(t)

]

Õ®ÚÐÊ Û
��� 9 Ù0ÕÓ�;ÖÐ×Ó��*�A

a = a(t), b = b(t)
| ¿ ]+� ï Ê Û pa + qb = d, a = a′d, b = b′d

¿,ï Ê ¿ ¤
m = a′b

Õ
Ú®Ê Û�h0� ¨

[

a 0
0 b

]

↔

[

a qb
0 b

]

↔

[

a pa + qb
0 b

]

=

[

a d
0 b

]

↔

[

0 d
−a′b b

]

↔

[

0 d
−a′b 0

]

↔

[

d 0
0 a′b

]

=

[

d 0
0 m

]

�

ðQñ ¿ æ �'²�³��¾§ �b� ¶	!)" é�ê ��� (10)
�.^

i é ¨�Ú®ÊW�X��D����M ¿ A�*


































J(a1, ki,1)
J(a2, ki,2)

. . .

J(ap, ki,p)



































�'&�1 é�ê � S � éVê ¨�Î�| ¿ å#�kÊ Û




































1
. . .

1
∏p

j=1(t − a j)ki, j





































.
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á Ä ¼ §b¤ (t − a1)ki,1 , . . . , (t − ap)ki,p
�JýkÉA¨�i Ã �¾§ Û¢'* ù Æ;È J

�'&�1 éEê � æ � éVê ¨;Î�|ÓÕAÚÐÊ Û






































∏p
j=1(t − a j)k1, j

∏p
j=1(t − a j)k2, j

. . .
∏p

j=1(t − a j)kn, j







































¿ ð ; ù (11)
�¾§ ðQñ ��×)BDC éVê Õ®ÚÐÊ Û

ð þ*¢8È �b� ¶e!)"$&�1 éVê tE − J
��×)B�C

e1(t), . . . , en(t)
� � * Û¦ö�ñ �

(14) ei(t) = (t − a1)ki,1 . . . (t − ap)ki,p (i = 1 . . . n)

Õ®ÚÐÊ Û
¼½

3.2.
�#�Ç� éÐê A ∈ Mn(K)

� � � ¶ !�"*W$Xd���E� ^�_ ��j#É���(Í¨Í¢�È ò ó¦Ôx� � � ¶X!�" éÓê
J ∈ Mn(K)

¨ ÿ�� Õ®Ú®Ê Û
���

tE − A
��×)BDC#�

e1(t), . . . , en(t)
¿,ï Ê Û K

���V�����¹ Ã � §u�Ð×)BDC
ei(t)

�
ei(t) = (t − a1)ki,1 . . . (t − ap)ki,p .

��jkþ;¨
K[t]

�0ó æ 4 ¨�B��®åA¡ÐÕ ü Ê Û ei(t) | ei+1(t) ( 1 ≤ i ≤ n − 1 )
Ã �¾§ {

ki, j

} �
(11)

�z�	* ï Û M�*¸�¹
1.6
Õ+,�¢z*�jÐþ2¨

e1(t) · · · en(t)
�'&�1 éVê 4 ¨�ó. ï ÊD�Ç§ ö � æ � � n

Õ®ÚÐÊ Û�h#� ¨ { ki, j

} �
(12)À �* ï Û ïA¼ J � e1(t), . . . , en(t)

�VÚ®Ê �b� ¶!0" é�ê J
�'&�1 é�ê ��×)BDCÓÕ®Ú®Ê Û

h0� ¨ tE − A
¿

tE − J
�;Î�|ÓÕ�¤ Á  

2.3
�¾§

A
¿

J
� ÿ�� Õ®Ú®Ê Û

(
ó��#1

) J1, J2
�

n æ � �È� ¶b!�" éEê ¿2ï Ê Û J1 ∼ J2
¼ §�ò

tE − J1 ↔ tE − J2
ÕV¤

tE − J1
�*×#BHC ¿

tE − J2
�0×�B�C �z|�¢JÉ Û�h#� ¨ (14)

� §bå#�¦Ê0jÓþ2¨
J1
¿

J2
���dax�

(10)
� À Ô Û Ô�Md5 J1

¿
J2
�H�

a � � ¶	!0"PW X����.�¾§bä#Æ�ÈAÉÓÊ Û �

A
¨ ÿ�� ¼ � � ¶	!#" éVê J

�
A
� C5DGFkH$Jml�n�@ ¿ ÉÍþ Û

oqpsr<t
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